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Théorie des groupes/Group Theory

Relévements dans 2,

Jean-Pierre SERRE

Résumé — Soit 9, (n>4) lextension non triviale du groupe alterné A, par {+1}. Soient
S1s - - -5 S €U, des cycles de longueurs impaires e, . . ., ¢, tels que s, . . .5, = 1. Soit §; le relévement
de s, dans ¥, qui est d’ordre e. Le produit §,...5, est égal & 1. On donne une formule
permettant de calculer ce produit lorsque les s; engendrent un sous-groupe transitif de U, et que
X (¢—1)=2n—2:o0naj;...5=1sietseulementsie,...e,=+1 (mod 8).

A -liftings
Abstract — Let N, (n=4) be the non split extension of the alternatzng group A, by {:tl} Let
S1s - -0 S €W, be cycles of odd order e, . . ., e, such that s,...s,=1. Let 5 be the unique lifting

of s; in W, which has order e, Assume that the s; generate a transitive subgroup of W, and that
X (e;— 1) is equal t0o 2n—2. We then show that §,...5,=1 if and only ife,. . .e,=%1 (mod 8).

1. NotaTiOoNs. — Soit s un élément du groupe symétrique &,, produit de cycles a
supports disjoints c¢,, d’ordres e,. On pose :
M v(s) = Z(e,—D.

Si s est d’ordre impair, on définit o (s)e Z/2 Z par :
) o(s) = ZE-1)8 = ([Ie—1)/8 (mod 2).

On a ®(5)=0 si et seulement si [Te,=+1 (mod §).

On note &, (cf. [8]) I'extension de &, par le groupe & deux éléments { + 1} caractérisée
par la propriété suivante : sa restriction au sous-groupe d’ordre 2 (resp. 4) engendré par
une transposition (resp. par le produit de deux transpositions a supports disjoints) est
triviale (resp. non triviale). On a &,=2%S,, avec les notations de I'tlas [2].

L’image réciproque de U, dans &, est notée A, si n<3, on a A, ~A, x{ £1}; si
n>4, A, est 'unique extension non triviale de A, par {£1}.

Si se?¥, est d’ordre impair, on notera § lumque relévement de s dans 9, qui a le
méme ordre que s; ’autre relévement —§ a un ordre double de celui de 5. On posera :

3) §=(—1°0z
ou ® (s) est défini par (2) ci-dessus.

Si s est produit de cycles ¢, a supports disjoints, d’ordres e,, les ¢, commutent entre
eux et 'on a

@ i=11¢, s'=Mc,.
2. ENONCE DU THEOREME. — Soient s, . . ., 5,€ S, tels que :

) Si...85=1,

(6) le sous-groupe <54, . . ., 5, » de &, engendré par les s; est transitif.
On sait (¢f. par exemple [3]) que cela entraine :

@) To(s) = 2n—2.

[Les s; définissent un revétement X de degré n de la droite projective P,(C), ramifié en
k points; d’aprés (6), ce revétement est connexe; son genre g est 1 —n+(1/2)Zv(s);
comme g est >0, on en déduit (7).]
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Dans la suite, on s’intéressera au cas ou il y a égalité dans (7), autrement dit :
) Zv(s;) = 2n—2.

(Cela revient a dire que le genre g de la surface de Riemann X est 0.)

Si les s; sont des éléments de U, d’ordres impairs, (5) entraine :
) §,...5 = <1 dans U,

Lorsque la condition (8) est satisfaite, on peut préciser le signe de (9). On a en effet le
résultat suivant, qui sera démontré au n® 7 :

THEORBME. — Soient s,,..., S, €W, des éléements d’ordres impairs satisfaisant aux
conditions (5), (6) et (8) ci-dessus. On a :
(10) §...8 = (-1 ou w=2o((s) € Z/2Z.
1l revient’au méme de dire que :
(11 s;...5p=1 dans 9%,
puisque s;=(—1D*“5, ¢f. (3).
Exemple. — Supposons que les s; soient des cycles d’ordre 3 engendrant U, auquel

cas (8) signifie que k=n—1. Comme o (s;)=1 pour tout i, la formule (10) dit que /e
produit des §; est égal a | si et seulement si n est impair. Ce résultat m’a €té suggéré par
M. Fried en 1989; depuis, M. Fried en a obtenu une démonstration différente, et qui
donne davantage d’informations, ¢f. [4].

3. APPLICATION AUX REVETEMENTS RAMIFIES DE LA DROITE PROJECTIVE. — Soient s, .. ., 5
des éléments de 2, d’ordres impairs satisfaisant a (5) et (6). Soit G={s,,..., 5. le
sous-groupe de A, engendré par les s;, et soit G son image réciproque dans . Soient
d’autre part Q,, ..., Q, des points de P,(C), deux a deux distincts. Ces données
définissent comme on sait un revétement galoisien connexe X#! — P, (C), de groupe G,
non ramifié en dehors des Q; (les groupes d’inertie au-dessus des Q; étant les conjugues
des {5;)). On peut se demander s’il existe un revétement quadratique non ramifié

g: Xeol o xral

et une action de G sur X&! telle que :

(a) Iélément —1 de G agit sur X&' comme I'unique automorphisme non trivial du
revétement e;

(b) si teG a pour image s€G, on a g°t=s°¢.

On voit facilement qu'un tel revétemente existe si et seulement si I15,=1. Si (8) est
satisfait, le théoréme ci-dessus dit que cela se produit si et seulement si X ®(s;)=0 dans
Z/2Z. 1] en est ainsi par exemple pour les extensions a groupe de Galois U, » impair,
construites par J.-F. Mestre [5], dans lesquelles les s; sont des cycles d’ordre 3, ¢f. n° 2.
(Pour une autre démonstration de ce résultat, et une construction explicite de X#, voir
L. Schneps [7].)

4. GENERALISATION. — On peut se demander ce qui se passe lorsqu’on supprime la
condition (8), i.e. lorsque le genre g de la surface de Rieman X du n° 2 est >0. Des
exemples simples montrent que le produit des s; n’est pas toujours 1. On peut toutefois
calculer ce produit par la méthode suivante :

Notons nt la projection X — P(C); on a deg(n)=n. Si xeX, soit e(x) I'indice de
ramification de n en x; les e(x) sont impairs (ce sont les ordres des cycles composant
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les s5;). Définissons un diviseur 8 de X par :

(12) 6 = —nt@+ y 7!

xeX 2

X5

ou a est un point quelconque de P,(C). La classe ¢ du diviseur 6 ne dépend pas du
choix de a, et 2¢ n’est autre que la classe canonigue de X. Autrement dit, ¢ est une théta-
caractéristique de X, cf. [1], [6]. Soit i(c)eZ[2Z la parité de cette classe (loc. cit.). La
formule qui généralise (11) est :

(13) si.oos, = (—1)E,

¢f. [9], n° 6. [Lorsque g=0, X n’a qu'une seule théta-caractéristique et sa parité est 0; la
formule (13) redonne donc bien (11).]

S. PRELIMINAIRES A LA DEMONSTRATION DU THEOREME : CALCULS SPINORIELS. — Soit C,
I'algébre de Clifford de I’espace euclidien R". On sait que &, peut étre plongé dans le
groupe multiplicatif C¥. Rappelons comment se fait ce plongement :

L’algébre C, est engendrée par des éléments x,, ..., x, soumis aux relations x?=1,
X;X;= —X;Xx; 8l i#]. A tout couple ordonné (i, j) , i#j, associons ’élément

1= le (- x)

de C*. On a [ij]*=1 et [if]= —[ji]. Le sous-groupe de C* engendré par les [if] peut étre
identifié¢ 4 &; la projection &, - &, associe a [if] la transposition (if).
LemMmE 1. — Soit s=(i,i,...1,) un cycle d’ordre impair e. On a .
(14) s'=liyi)[i i), . . [iyi,]  dans &
Posons ¢t=[i, i,][i; i,_,]. . .[{; {,]. L'image de ¢ dans &, est (i,7,)({;i,_,). . .(i; i), C'est-
a-dire s. Onadonc t=¢3§, avec = £ 1, et tout revient a voirque e=1sie=+1 (mod 8)
ete=—1sie=+3 (mod8), ¢f. [2], p. 236.

On peut pour cela supposer que i;=1, i,=2,...,i,=e, et que e=n. Ecrivons # sous
la forme n=1+2m. On a

ne

t=2""(x;—x,)(x;—X,—1)...(x;—x,) dans C,.

Le terme constant de ¢ est 27 ™ (x, x,)™=2"". Sa trace dans la représentation spinorielle
de N, qui est de dimension 2™, est donc 1. D’autre part, il est facile de voir que la trace

j=m

de S est || (2cos(2mj/n)), cest-a-dire 1 si m=0,3 (mod 4) et —1si m=1,2 (mod 4).
j=1

En comparant, on obtient le résultat cherche.

LEMME 2. — Soient s un cycle d’ordre impair e, et soit u un cycle d’ordre 3. Supposons
que lintersection des supports de s et de u ait un seul élément. Le produit su est alors un
cycle d'ordre e+2 et l'on a :

(15) (su)y=su' dans U,

Soit i; le point d’intersection des supports des cycles s et u.
On peut écrire ces cycles sous la forme :

S=(i1 ie)' . (ll il)s u=(11]) (ll k)7
OU iy, iy, . . ., Iy j, k sont deux a deux distincts. On a :
su=(iy ). . (i1 i) (1 )Y k)= Uy kjiy . . 1),
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ce qui montre que su est un cycle de longueur e+ 2. D’aprés le lemme 1 appliqué a s, u
et su, on a:
s'=liy ). . iy iyl o' =1i, jili; k),
(su)' =[iyi]. . .[iy ] [i, j1LE, K],

d’ou (15).

LEMME 3. — Soient s un cycle d’ordre impair e, et soit u un cycle d’ordre 3. Supposons
que Uintersection des supports de s et de u ait deux éléments. Le produit su est alors produit
de deux cycles w, et w,, a supports disjoints, d'ordres e, et e, tels que e, +e,=e+1. Si e,
et e, sont impairs, on a :

(16) (su) =wi wh=s"u' dans A

Soient i; et j les deux points d’intersection des supports de s et de u, choisis de telle
sorte que u (i;)=j. On peut écrire s et « sous la forme :

s=(y1). . (i), u=( k) )),

avec j=1i, pour un indice r tel que 2<r<e. Supposons r distinct de 2 et e (les cas r=2 et
r=e se traitent de facon analogue). On a alors :

su=(yi). . Uy )G )Gy boy). . (1) () k) (i ).

ne

Si ’on pose :
wi=(18). . Oy )= by ),
2= hoy). (i) R =0 kiy. 6 y),
wy=(iy )z (i, )= Gki,. . .i,_y),

on a su=w, w,; de plus w, et w, sont des cycles a supports disjoints d’ordres e, =e+1—r
et e,=r. Si r est impair, le lemme 1, appliqué a s, », w,, w,, donne :

s'=lii). i), =l k)l

wi=liyi). . [ il 2=l i ] i Bl i

wo=lij1 2 671 = oAb L il i,
d’ou aussitot la formule (16).

6. PRELIMINAIRES A LA DEMONSTRATION DU THEOREME : ACTION DU GROUPE DES TRESSES. —

Soit s=(s,, ..., s) une suite d’é¢léments d’un groupe G. Si 1<i<k, soit T;s la suite
-1 .
obtenue en remplagant (s;, 5;41) Par (si11, i+ SiSi+1)
— -1

a7 Tis=(80s« « v Sict> Sia1s Sin1SiSit1s Sixas oo os Sphe
Si 'on pose P(s)=s,.. .5, on a évidemment P(T;s)=P (s).

Si les s; sont des éléments d’ordres impairs de U, et si U'on note P'(s) le produit
sy...s,dans 9, ona:
(18) P’ (T;s)=P(s);

cela résulte de la formule (yxy~ ')’ =)' x"y'~*, appliquée a y=s5;}}, et x=s,.

En utilisant (18), on voit que, si la formule (11) est vraie pour s, elle l'est aussi pour
T, s, et inversement.

Remarque. — Les T, définissent une action du « groupe des tresses colorées a k brins »
sur I'ensemble des suites s a k éléments. Je dois a M. Fried I'idée d’utiliser cette action
pour démontrer le théoréme du n° 2.
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7. DEMONSTRATION DU THEOREME. — 11 s’agit de prouver la formule (11). On raisonne
par récurrence sur n; le cas n<3 est immeédiat; on peut donc supposer n=4. Vu (4), on
peut aussi supposer que les s; sont des cycles, dont les ordres e; sont >1. On a 3<e;<n.

Pour n fixé, on raisonne par récurrence descendante sur N=e,+e,. On a N<2n.
D’aprés (8), on ne peut avoir N=2n que si k=2 et si s, et s, sont des cycles d’ordre »
avec s, s, =1; il est alors clair que 5] s, =1, ce qui démontre le théoréme dans ce cas. On

peut donc supposer que N < 2n, donc que ¢, ou ¢, est <n; quitte & remplacer (sq,. . ., )
par (sy !, ..., s71), on peut méme supposer que e; <n.
On peut aussi supposer que les cycles s,, . . ., S,_, sont d'ordre 3. En effet, si l'un de

ces cycles s; est d’ordre ¢;>3, on peut I’écrire comme produit s;=su, ol s est un cycle
d’ordre ¢;,—2 et u un cycle d’ordre 3, I'intersection des supports de ces cycles ayant un
seul élément [e.g. (12...7)=(12...5)(567)]. D’aprés (15), on a s{=s"#". On peut donc
remplacer (s;, ..., S) par (84, ..., 8-1, & U 841, .-.,5) sans changer la formule a
démontrer. En itérant ce procédé, on se raméne bien au cas ou ¢;=3 pour | <i<k.

Soit S, le support du cycle s;. Comme Card(S,)=e, <n, S; n’est pas stable par le

groupe G={s,, ..., s, ) puisque ce groupe est supposé transitif. Mais G est engendré
par s, ..., s,_, et s, stabilise S;. Il existe donc un indice i, compris entre 2 et k— 1, tel
que s; ne stabilise pas S,. Aprés application successive des opérateurs T,_;, T;_,, ..., T,

(cf. n° 6) on peut supposer que i=2. Le support S, de s, a trois éléments. Comme s, ne
stabilise pas S, on a Card(S; NS,)=1 ou 2.
Distinguons alors deux cas :

(@) Lensemble S{ NS, a un seul élément. — Le produit w=s, s, est alors un cycle
d’ordre e;+2, ¢f. lemme 2. On peut appliquer I’hypothése de récurrence a la suite
(w, s3, ..., 5. En effet :

le produit ws;. . .5, est égal a 1;

onav(w)tov(s;)+...+to(s)=2n—2puisque v{w)=e,; +1=0v(s;)+v(s,);

le groupe {w, s, ..., s, » est transitif (toute partie de [1, n] stable par w I'est aussi
par s; et s,);

la somme de I'ordre de w et de I"ordre de s, est égale a N+2, ou N=¢, t+e¢,.

On a donc w'sy...s,=1. Comme w'=s]s, d’aprés (15), on a bien s}s5...5=1, ce
qui démontre le théoréme dans le cas considéré.

(b) L’ensemble S; NS, a deux éléments. — Dans ce cas s, s, est produit de deux cycles
w, et w,, a supports disjoints W, et W, tels que W, U W, =8, US,, ¢f. lemme 3. On a
Wiw,8y. .. =1 etow)tow,)=v(s)+v(s,)—2,dou:

19 v(w)to(wy)to(sz)+ ... Tols) = 2n—4.

Vu (7), cela montre que le groupe H={ w,, w,, s5, ..., s, » n'est pas transitif : il a au
moins deux orbites. Mais, si X est une orbite de H dans [1, #], il est clair que X rencontre
W, UW, (sinon, X serait stable par s, et s,, donc par G, ce qui est impossible). Il
résulte de 1a que laction de H sur |1, 1] a deux orbites X, et X,, avec W, X, et W, X,.
Soit I, (resp. I,) ensemble des i, avec 3<i<Kk, tels que le support de s5; soit contenu
dans X, (resp. X,). Munissons I, et I, de la relation d’ordre induite par celle de [3, k];

cela donne un sens aux produits [] s;et [] 5. Ona:
iely iely

20) wy [ si=1 et wy [ si=1.

iely iely
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Si Card (X,)=n, et Card(X,)=n,, on a, d’aprés (7) appliqué aux groupes symétriques
S, ets,
ny ny

2D vw)+ Y ov(s) = 2n,—2
et
22) ow)+ Y v(s) > 2my—2.

En comparant a (19), et en tenant compte de n=n, +n,, on voit qu’il y a égalité dans
(21) et (22). Cela montre en particulier que v (w,) et v(w,) sont pairs, i.e. que w; et w,
sont d’ordres impairs [ce qui résulte aussi de (20)]. D’aprés (16), on a
(23) Wi wh=s] 55.

D’autre part, le fait qu’il y ait égalité dans (21), joint a ’hypothése de récurrence sur »,
montre que :
24) wi T] si=1,

iely
cette égalité ayant lieu dans ‘II,,I, donc aussi dans 9,. De méme :
(25) wh [] si=1 dans 9,

iely

De plus, tous les facteurs de (24) commutent a ceux de (25). En faisant le produit de
(24) et (25), et en réarrangeant les termes, on obtient

WiWwySsy. . .85 =1,
d’ou d’aprés (23) :

518585, . .8=1,

ce qui achéve la démonstration.

Note remise et acceptée le 28 aofit 1990.
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