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[摘　要 ] 　在求解二维三温辐射热传导方程组的过程中 , 设计了一类新的基于 Hessian矩阵的网格自适应算法.

数值实验结果表明 , 与现在流行的基于一阶导数或通量的网格自适应技术相比 , 该算法能够大幅改善系统的能

量守恒误差 , 并具有较高的整体计算效率.
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0　引言
惯性约束聚变 (inertial confinement fusion ,ICF)是实现热核聚变的一条重要途径.在一类激光聚变的数值

模拟研究中 ,一个核心的工作是求解由质量守恒、动量守恒和三温 (电子温度、离子温度和光子温度)能量守

恒 3个方程组成的三温辐射流体力学方程组.在该方程组的实际数值计算中 ,求解三温能量 (守恒)方程所耗

用的机时占整个系统计算机的 80 %以上 ,可见求解能量方程是一个重要的环节[1～3 ]
.为了便于对三温能量方

程组的研究 ,假设介质静止不动 ,去掉压力做功项 ,简化热传导系数和能量交换系数 ,保留其占主导地位的非

线性项 ,得到三温能量方程的一种简化模型方程———三温辐射热传导方程
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其中 Te , Ti , Tr 分别表示电子、离子、光子的温度 ;ρ为介质密度 ,在内部为常数 ,在介质区界面处间断 ; Ke ,

Ki , Kr 为电子、离子和光子的热传导系数 , Kα = AαT
5Π2
α (α= e ,i) , Kr = A r T

3 +β
r ;ωei ,ωer是电子、离子和光子的能

量交换系数 ,ωei =ρAei T
- 2Π3
e ,ωer =ρAer T

- 1Π2
e ; cα , Aα (α= e ,i ,r) ,β, Aei ,Aer都是依赖于介质材料的常数 ,在介质

区内连续 ,在介质区界面处间断.该模型方程近似地描述了 ICF内爆动力学过程中辐射能量在静止介质中的

非线性传播过程 ,体现了原始问题的主要特性和求解的难度.

由于实际的二维三温能量方程组具有许多特性 ,如系数的多尺度性、强非线性、温度的梯度不连续、存在

突变区等.为了提高计算效率 ,网格自适应技术是不可缺少的.目前 ,常用的网格自适应算法大致可以分为 3

种 :即 h2类型 ,r2类型和 p2类型的网格自适应. h2类型的自适应网格主要通过网格的局部加密和粗化来得以
实现 ,因为函数未知 ,实际计算中常用后验误差作为单元是否需要加密或粗化的判断标准. r2类型的网格自
适应是在保持原有网格拓扑结构不变的情况下移动网格节点 ,通过极小化一个能量泛函 ,将网格整体移动到

误差较大区域[4 ,5 ] . p2类型的网格自适应是在误差较大区域通过增加有限元空间的次数来提高逼近的精
度[6 ,7 ] .本文讨论 h2类型的网格自适应算法.

利用解的梯度大小或数值通量来进行网格局部加密是工程界常用的一种网格自适应技术.文 [8 ]在 UG
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软件框架上 ,实现了一种基于能量变化的网格自适应.本文利用最近发展起来的一种基于 Hessian矩阵的网

格自适应理论 ,针对方程组 (1) ,设计了一种新的网格自适应算法.数值实验表明 ,该算法能够有效降低系统

的能量守恒误差.

1　网格自适应
111　理论基础

基于 Hessian矩阵的网格自适应是最近几年快速发展的一种网格优化技术 ,文[9 ]从插值误差出发 ,证明

了最优网格与函数 Hessian矩阵的关系 ,其主要理论如下 :

设Ω是 R
n 的一个开区域 ,对给定的一个函数 u ∈C

2 ( �Ω) ,定义 u的 H2矩阵为一个满足下列性质的对
称正定矩阵 ,

| ξT ( Δ2 u) ( x)ξ| ≤ c0ξ
T

H ( x)ξ,　ξ∈ R
n

, x ∈ R , (2)

其中 c0 是某个正常数.

由 H2矩阵的定义知其实际上是 u的 Hessian矩阵 ( Δ2u) ( x)的正定化矩阵.利用 H2矩阵定义黎曼度量

Hp = (det H) - 1
2 p+ n H ,　p ≥1. (3)

　　记 TN 是 R
n 中的单纯形网格剖分 ,其中 N 是网格的单元数.设 TN 满足以下两个假设 :

①存在两个正常数α0 和α1 使得对任意单元τ,

α0ξ
T

Hτξ≤ξ
T

H ( x)ξ≤α1ξ
T

Hτξ,　ξ∈ R
n , (4)

其中 Hτ是 H在τ上的积分平均.

②存在两个正常数β0 和β1 使得

∑i
�d2
τ, i

| �τ|
2Πn
≤β0 ,　Πτ∈ TN ;　

maxτ∈T | �τ|

minτ∈T | �τ|
≤β1 , (5)

其中| �τ|是τ在新度量 Hp 下的体积 ,而 �dτ, i是τ的第 i 条边在该新度量下的长度.

在上述关于单纯形网格的假设条件下 ,有如下定理成立[9 ]
.

定理 1　设 u∈C
2 ( �Ω) ,网格 TN 满足假设条件①和②, uI 是 TN 下关于 u的线性有限元插值函数 ,则有

误差估计式

‖u - uI ‖L
p (Ω) ≤ CN

- 2Πn ‖
n

det ( H) ‖
L

pn
2 p+ n (Ω)
　　 ,

其中常数 C = C ( n , p , c0 ,α0 ,α1 ,β0 ,β1 ) .

该误差估计式对严格凸 (或凹)函数是最优的 ,即反估计也成立.

在算法实现时 ,如何从方程的数值解中获取 Hessian矩阵 ( ( Δ2 u) ( x) )是一个比较困难的问题.特别是对

于线性元 ,因为其二阶导数为零 ,所以必须经过特殊的处理才能得到合理的 Hessian逼近.下面 ,给出线性元

求 Hessian矩阵的常用方法.

首先 ,从网格节点上的数值解出发 ,利用某种数值梯度技术 ,计算节点处的梯度值 ;然后将数值梯度 ( Δu)

的分量依次替换原来方程的解 ( u) ,再用相同的数值梯度技术即可得到节点上的二阶导数 ,从而得到矩阵

( Δ2 u) ( x) =

92
u

9 x
2
1

92
u

9 x1 9 x2

92
u

9 x2 9 x1

92
u

9 x
2
2

, (6)

其中利用数值解求数值梯度的方法被称为 recover 技术. 目前最常用的数值梯度技术是基于 patch 的

Zikienwicz2Zhu recover技术[10 ,11] ,其基本思想是利用局部的最小二乘逼近获得节点处的导数值 . Bank和 Xu[12 ]

利用多重网格方法中的光滑技术和 L
2 投影算子发展了一种新的 recover 技术 ,其高效性已被证明 ,最近 ,

Carstensen和 Bartels
[13 ]的结果表明 ,一般网格上的所有平均技术都能获得梯度的有效逼近.

本文在计算网格节点上的数值梯度时 ,采用了一种体分比平均公式 ,即
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( ΔuN ) ( xi ) =
∑
τ∈Ω

i

| τ| ( ΔuN )τ

∑
τ∈Ω

i

| τ|
, (7)

可以证明 ,该公式实际上是一种基于局部 L
2 投影的 recover技术.

112　网格自适应算法

从以上的理论出发 ,设计了适用于求解方程 (1)的网格自适应算法.

设已知求解域的初始三角形网格 T0 和第 k次自适应后的网格 T
k
h ( k = 0 ,1 ,2 ,⋯, T

0
h = T0 ) ,求网格 T

k + 1
h

的算法如下.

算法 1 :

step 1 :将 T
k
h 上的数值解限制到 T0 网格 ;

step 2 :计算 T0 网格上每个节点的度量矩阵 S ;

step 3 :计算 T0 网格在新度量下的平均边长 �d ;

step 4 :将 T0 网格中新度量长度大于λ�d的边做上加密标志 ,其中λ为经验系数 ,用于控制加密的规模 ;

step 5 :将 T0 网格中有加密标志的边进行加密 ,得到 T
k + 1
h 网格 ,并从 T0 网格插值得到 T

k + 1
h 网格的解.

算法 1中 ,利用节点的度量矩阵计算新度量下边长的方法如下 :

设 AB 为网格中的任意一条边 ,边的端点为 A ( x1 , y1 ) , B ( x2 , y2 ) ,各自对应的度量矩阵分别为 S ( A)和

S ( B ) .

令 �S =
S ( A) + S ( B )

2
, X = ( x2 - x1 , y2 - y1 ) T

,AB 在新度量下的长度

| AB | S = X
T �S X . (8)

　　计算网格在新度量下的平均边长的方法如下 :

设 TN 为 N 个单元三角形网格 , �dτ, i为任意三角形单元的一条边在新度量下的长度.网格在新度量下的

平均边长

�d =
∑τ∈T

N
∑
3

i = 1
�dτ, i

3 N
. (9)

　　从算法 1出发 ,针对方程 (1) ,给出如下 3种不同的度量矩阵 S 的取法 ,从而得到 3种不同的自适应方法.

①基于光子梯度的自适应方法 (简记为 Grad自适应) ,其中度量矩阵 S 的表达式为

S =

9 Tr

9 x
0

0
9 Tr

9 y

. (10)

　　②基于 Hessian矩阵的网格自适应技术 (简记为 Hess自适应) ,其中度量矩阵为

S = Hp . (11)

　　③基于光子通量的自适应方法 (简记为 KGrad自适应) ,其中度量矩阵 S 的表达式为

S =
Kr

9 Tr

9 x
0

0 Kr

9 Tr

9 y

. (12)

2　数值实验
我们通过数值实验来比较 3 种网格自适应方法在求解方程 (1) 时的效果. 设方程的求解区域为

{ ( x , y , t) | ( x , y) ∈Ωxy ,0≤t ≤100} ,这里Ωxy = ∪3
i = 1Ωi (图 1) ,是由 3个不同介质区域组成的一个连通但互

12　第 1期 江　军等 :求解二维三温辐射热传导方程组的一种网络自适应方法

© 1994-2007 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



　　

图 1　求解区域

Fig. 1　Solution domains

不重叠的计算区域 ,Ω1 为半径等于 90的半圆 ,Ω2 圆环的

内外圆半径分别为 90 ,95 ,Ω3 圆环的内外圆半径分别为

95 ,132 ,圆心为直角坐标系的原点.

边值条件 :

①固壁上的轴对称条件 Kα

Δ

Tα·n | Γ
2

= 0 ,α= (e ,i ,

r) , n为单位外法方向 ;

②自由面边界条件

Kα

Δ

Tα·n | Γ
1

= 0 ,　α = e ,i ,

Tr = Tr ( x , y , t) | Γ
1

= 210 ;

初值条件 :

Tα ( x , y ,0) = T
0
α ( x , y) = 310 ×10 - 4 ,　α = e ,i ,r.

　　下面是实验中使用的各种常数值.

ρ =

0109 , in　Ω1 ,

215 , in　Ω2 ,

111 , in　Ω3 ,

　

ce = 115Γe ,

ci = 115Γi ,

cr = 110Γr ,

　Γe =

35 ,

40 ,

45

　 　　　Γi =

35 ,　in　Ω1 ,

40 ,　in　Ω2 ,

70 ,　in　Ω3 ,

　Γr = 01007 568 ,

β =

110 ,　in　Ω1 ,

214 ,　in　Ω2 ,

310 ,　in　Ω3 ,

　Ae =

200 ,

60 ,

81

　 　A i =

5 ,

01000 17 ,

0102 ,

　　A r =

118 ×10
7Πρ,

910 ×10
2Πρ115

,

211 ×103Πρ2 ,

Aei =

2 000 ,

4 000 ,

7 000 ,

　　　　Aer =

10 ,　 in　Ω1 ,

140 ,　 in　Ω2 ,

79 ,　 in　Ω3 .

　　首先 ,按照等质量的原则在求解区域上建立了一个单元数为2 356的三角形网格 ,记为 mesh0 ;将 mesh0

一致加密 ,即将所有的单元都一分为 4 ,得到一个9 424单元的网格 ,该网格标记 mesh1 ,网格的形状见图 2.

图 2　mesh0及 mesh1网格图

Fig. 2　mesh0 and mesh1

求解方程 (1)时 ,时间离散采用向后欧拉方法 ,空间离散采用一种保对称的有限体方法[14 ]
,线性求解器

选用的是以 AMG做预条件子的 CG方法 ,每个非线性迭代步要求非线性残差的 l2 范数下降 5个量级 ,每个

线性迭代步要求线性残差的 l2 范数下降 6个量级 ,时间自适应方法与文[8 ]相同.

在二维三温辐射热传导方程的计算中 ,能量守恒误差是衡量计算效果的一个重要指标.设 Eflux表示总辐

射能量 , Eown表示总内能 , E0 表示初始内能 ,本文所使用的能量误差 Err的计算公式为

Err =
| Eflux - ( Eown - E0 ) |

| Eflux |
. (13)

　　算法 1中 ,设 u
0
α , u

k
α , u

k + 1
α (α= e ,i ,r)为网格 T0 , T

k
h 和 T

k + 1
h 上 3种介质的数值解 ,由网格的嵌套性有 T0

< T
k
h .使用如下方法来实现不同网格间节点的插值.
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1)将 T
k
h 上的数值解限制到 T0 ,

u
0
α ( x) = u

k
α ( x) ,　Π x ∈ T0 . (14)

　　2)从 T0 网格插值得到 T
k + 1
h 网格.

考虑到原三温辐射流体力学方程组中状态方程组

εe = ce Te ,

εi = ci Ti ,

εr =
cr

ρT
4
r ,

不妨设对任意的节点 x∈T
k + 1
h ,存在 2个父节点 x1 , x2 ∈T0 ,则有

ε0
r ( x1 ) =

cr

ρ( u
0
r ( x1 ) ) 4

,　ε0
r ( x2 ) =

cr

ρ( u
0
r ( x2 ) ) 4

,　εk +1
r ( x) =
ε0

r ( x1 ) +ε0
r ( x2 )

2
,

u
k +1
e ( x) =

u
0
e ( x1 ) + u

0
e ( x2 )

2
,

u
k +1
i ( x) =

u
0
i ( x1 ) + u

0
i ( x2 )

2
,

u
k +1
r ( x) =

4
ρεk +1

r ( x)Πcr .

(15)

　　另外 ,考虑到初边值条件的突变性 ,在算法 1中增加了对外边界单元的处理 ,从而得到如下改进算法.

算法 2

step1 :将 T
k
h 上的数值解限制在 T0 网格 ;

step2 :计算 T0 网格上每个节点的度量矩阵 S ;

step3 :计算 T0 网格在新度量下的平均边长 �d ;

step4 :将 T0 网格中新度量长度大于λ�d的边做上加密标志 ,其中λ为经验系数 (实验中取值为 113) ,用

于控制加密的规模 ;

step5 :若任意的三角形单元τ∈T0 ,且τ有两个顶点落在边界Γ1 上 ,则给单元τ的三边做上加密标志.

step6 :将 T0 网格中有加密标志的边进行加密 ,得到 T
k + 1
h 网格 ,并从 T0 网格插值得到 T

k + 1
h 网格的解.

211　实验方案Ⅰ

为了比较 3种自适应方法的实际效果 ,在算法 2的基础上 ,设计了如下几组数值实验.

实验 1 :在固定网格 mesh0上进行计算.

实验 2 :在固定网格 mesh1上进行计算.

实验 3 :以 mesh0为 T0 网格 ,采用 Hess网格自适应.

实验 4 :以 mesh0为 T0 网格 ,采用 Grad网格自适应.

实验 5 :以 mesh0为 T0 网格 ,采用 KGrad网格自适应.

考虑到方程 (1)的特殊性 ,网格变化幅度不宜过大 ,因此 ,在自适应过程中对网格的规模进行了控制 ,实

验 3、实验 4和实验 5的网格单元数在整个计算过程中都没有超过3 600.

图 3记录了实验 3在 t = 3108和 t = 11185时刻的光子温度等值线 ,其中等值线密集的区域为光子的突

变区.图 3中的等值线呈现出球对称性 ,这种现象与模型问题的球对称特性是相适应的.在实验中 ,我们也观

察到实验 4、实验 5与实验 3具有一致的光子温度等值线.

为了比较不同自适应方法下的网格变化情况 ,截取了实验 3、实验 4和实验 5两个时刻的网格图 ,其结果

见图 4、图 5、图 6.从这些图形可以看出 :

1)实验 3中 ,加密产生的新网格落在等值线密集区域的两边.在图 4 (a)中 ,可以观察到等值线密集区域

前的网格被加密 ;在图 4 (b)中 ,等值线密集在Ω2 区域 ,被加密的却是介质交界面附近的Ω1 和Ω3 中的单

元.这说明 ,利用 Hess网格自适应技术 ,被加密区域是梯度变化大的区域 ,而不完全是梯度值大的区域 ,从图

像来看 ,加密区域落在了突变区域与正常区域的衔接地带.
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图 3　实验 3的光子温度等值线图

Fig. 3　Photon temperature contour in Exp. 3

2)实验 4中 ,梯度值大的区域得到了加密.图 5表现了网格的加密区域与等值线密集区域的一致性.

3)实验 5中 ,网格加密区域没有像实验 3和实验 4一样跟随温度突变区的移动而漂移.

从以上的特征可以看出 ,Hess和 Grad两种网格自适应技术以各自的方式完成了对光子温度突变区的追

踪.而 KGrad网格自适应技术没有体现出这样的功能.

图 4　实验 3中的网格

Fig. 4　Grid in Exp. 3

图 5　实验 4中的网格

Fig. 5　Grid in Exp. 4

图 6　实验 5中的网格

Fig. 6　Grid in Exp. 5

表 1　能量守恒误差

Table 1　Energe conservation errors

物理时刻 实验 1Π% 实验 2Π% 实验 3Π% 实验 4Π% 实验 5Π%

1. 0 8. 69 4. 16 3. 19 4. 87 4. 12

5. 0 6. 50 3. 14 2. 52 3. 96 3. 19

10. 0 5. 68 2. 74 1. 72 3. 38 2. 78

20. 0 5. 16 2. 48 1. 56 3. 41 2. 52

100. 0 4. 32 2. 08 1. 59 3. 16 2. 10

　　表 1 为实验 1～实验 5 在 110 , 510 , 1010 ,

2010 ,10010物理时刻的即时能量误差 (百分比) .

从表 1可以发现如下现象 :

1)实验 2的能量误差比实验 1下降了 52 %.

实验 2的网格是由实验 1的网格一致加密得到 ,

能量误差的下降说明一致加密的方法能够改善能

量守恒误差 ,其改善的幅度也受限于整个方程求

解方法的一阶特性.

2)实验 3的能量误差比实验 1降低了 63 % ,

相对于实验 2也降低了 24 %.

3)实验 4的能量误差比实验 1降低了 27 % ,但相对于实验 2升高了 52 %.
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4)实验 5的能量误差与实验 2的能量误差基本一致.

图 7　实验 1 ,2 ,3 ,4 ,5的能量误差变化曲线

Fig. 7　Energy conservation errors in experiments

　　为了进一步比较各个实验的能量误差 ,图 7给出了这些实验

在整个仿真过程中能量误差的连续变化曲线.这些变化曲线表明 :

1)前面所指出的各个实验之间能量误差的相对关系在图 7中

得到了进一步验证.从图 7可清楚地看到 ,实验 4的能量误差介于

实验 1和实验 2之中 ,即使用 Grad网格自适应技术后的能量误差

要优于初始网格 ,但比一致加密后的网格差 ,这种现象与我们对网

格自适应的一般认识是相符的.而实验 3的能量误差要优于实验

2 ,这就体现了 Hess网格自适应技术在降低系统能量守恒误差上

的优势.

2)实验 3与实验 4的能量误差并不是一个单调下降的过程 ,

其中两次能量误差增大的时刻 ,与辐射能量两次穿越介质边界的

时刻比较吻合.

3)实验 2与实验 5的能量误差曲线非常接近 ,而且二者都保

持了随时间单调递减的趋势.

表 2记录了实验 1～实验 5计算到物理时刻 100时所耗用的 CPU时间.实验中所使用的计算平台为 Intel

214GHz ,110G内存的 PC.

表 2　CPU时间

Table 2　CPU times in experiments

实验 1Πs 实验 2Πs 实验 3Πs 实验 4Πs 实验 5Πs

6 662. 44 59 364. 56 12 338. 06 17 112. 53 13 145. 34

结合表 2以及前面的能量误差比较可

以看出 ,基于 Hessian矩阵的网格自适应方

法相对于基于梯度和通量的网格自适应方

法 ,在能量误差和计算效率两个方面都拥

有优势.

对于实验 3和实验 4在图 7中所呈现的能量误差非单调下降的现象 ,我们认为在网格自适应过程中的

插值误差是导致该现象的一个重要原因.为此 ,记录了两个实验中每次网格自适应时 , T
k + 1
h 的能量误差相对

T
k
h 能量误差的变化.结果如图 8所示 ,其中 ,图的纵坐标表示的是 T

k + 1
h 相对于 T

k
h 的能量误差放大倍数 ,横坐

标为时间.由于这种能量误差的放大完全是由于网格的插值误差所导致 ,所以图 8就间接显示了插值误差对

两种网格自适应技术的影响.

从图 8看出 ,在两种网格自适应技术中 ,网格自适应后的能量误差都被放大 ,而且这种放大效果在 Grad

网格自适应中表现得更为明显.

图 8　实验 3及实验 4中自适应中的能量误差放大倍数

Fig. 8　Zoom of energy conservation error in Exp. 4 and Exp. 3

212　实验方案Ⅱ

为了进一步验证插值误差对能量误差的影响 ,对算法 2中 step6的插值做了一些约束 ,即 ,若节点 p ∈
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T
k + 1
h 且 p∈T

k
h ,则 u ( p) | T

k + 1
h

= u ( p) | T
k
h

,节点 p无需插值.这样就减少了插值的次数 ,从而也减少了插值误差

的影响.在对算法 2做以上处理的前提下 ,以 mesh0为 T0 网格 ,进行了实验 6和实验 7 ,其中实验 6采用 Hess

表 3　实验 6和实验 7的能量误差和 CPU时间

Table 3　Energy conservation errors and CPU

time in Exp. 6 and Exp. 7

实验名称
误差Π%

t = 110 t = 5. 0 t = 10. 0 t = 20. 0 t = 100. 0
CPU时间Πs

实验 6 3. 39 2. 67 2. 38 2. 17 1. 85 15 701. 95

实验 7 4. 70 3. 61 3. 13 2. 82 2. 36 15 801. 15

网格自适应 ,实验 7采用 Grad网格自适应.

表 3记录了实验 6、实验 7在 5个物理时刻的即

时能量误差 (百分比)和计算到第 100物理时刻所耗

用的 CPU时间.图 9显示了实验 2 ,3 ,4 ,6 ,7的能量

误差连续变化曲线.

从图 9和表 3可以看出以下几个现象 :

1)实验 6、实验 7 的能量误差曲线基本保持了

单调递减的趋势 ,且比较光滑 ;

2)实验 6相对于实验 3能量误差增大了 14 % ,CPU时间也增大了 27 % ;

3)在稳态时 ,实验 7的能量误差比实验 4降低了 25 % ,CPU时间减少了 8 %.

这些现象表明 ,在网格自适应的过程中 ,插值误差对系统的能量守恒误差有较大的影响 ,它导致了网格

自适应中能量误差的非单调递减和振荡现象.但是 ,同样也看到 ,在 Hess网格自适应过程中 ,减少插值次数 ,

降低插值误差影响后 ,整个仿真过程的能量守恒误差却有较大幅度的上升.如何在保持能量误差单调下降的

前提下又获得较好的能量误差 ,需要做更进一步的研究.

表 4　实验 8与实验 9的能量误差和 CPU时间

Table 4　Energy conservation errors and CPU time in Exps. 8 , 9

实验名称
误差Π%

t = 1. 0 t = 5. 0 t = 10. 0 t = 20. 0 t = 100. 0 CPU时间Πs

实验 8 1. 24 1. 02 0. 30 0. 18 0. 48 19 666. 64

实验 9 2. 61 2. 33 2. 12 2. 48 2. 43 45 436. 13

213　实验方案Ⅲ

在计算模型中 ,Γ1 边界上的光子温度从 310×10
- 4瞬间变化为 210 ,为了研究突变的初边值条件对网格

自适应的影响 ,设计如下的实验方案 :

首先将 mesh0的Γ1 边界上的单元加密 ,得到一个单元数为2 854的网格 ,并以它为 T0 网格 ,分别做了实

验 8和实验 9 ,其中 ,实验 8采用的是 Hess网格自适应 ,而实验 9则采用 Grad网格自适应.在实际计算过程

中 ,两个实验中的网格单元数均没有超过4 750.

图 10集中显示了实验 2 ,3 ,4 ,8 ,9在整个仿真过程中的能量误差的变化曲线 ,而表 4记录了实验 8和实

验 9在 5个特定时刻的即时能量误差及仿真计算所耗用的 CPU时间.

图 9　实验 2 ,3 ,4 ,6 ,7的能量误差连续变化曲线图

Fig. 9　Energy conservation errors in Exps. 2 ,3 ,4 ,6 ,7

图 10　实验 2 ,3 ,4 ,8 ,9的能量误差对比

Fig. 10　Energy conservation errors in Exps. 2 ,3 ,4 ,8 ,9

　　从表 4和图 10可以看到 :

1)实验 8 的网格单元数比实验 2 少

(大约为实验 2网格单元数的一半) ,但是

能量误差相对于实验 2却下降了 77 % ,相

对于实验 1更是下降了 89 %.在实验 8的

整个仿真过程中 ,能量误差都被控制在
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113 %以下 ,在稳态时 ,能量误差为 0148 % ,效果较好.

2)实验 9能量误差比实验 4降低了 23 % ,但是总体能量误差效果依然比实验 2差.

实验 8相对于实验 3 ,只是加大了初始网格在边界的单元密度 ,但是能量误差却有较大幅度的降低 ,这

就说明在自适应算法中 ,充分考虑突变的初边值条件 ,适当加大边界的网格密度就可以获得更优的能量守恒

误差.另外 ,这两个实验也进一步表明 ,Grad网格自适应方法在改善系统能量守恒性和计算效率方面仍然不

如 Hess网格自适应方法.

3　结论
根据数值实验的结果 ,可得到如下初步结论 :

1)本文提供的基于 Hessian矩阵的网格自适应算法 ,在求解二维三温辐射热传导方程的过程中 ,能够较

准确地追踪光子温度突变区域 ,并能够显著降低能量守恒误差.在整个系统的仿真计算中 ,这是一种值得尝

试的空间自适应方法.

2)本文提供的基于光子梯度的网格自适应算法 ,能够有效追踪系统的温度突变区 ,并在一定程度上改善

系统的能量守恒误差 ,但是就能量守恒误差和计算效率而言 ,其网格自适应效果与 Hess网格自适应方法有

一定的差距.我们认为 ,如果在这种网格自适应的算法中 ,适当扩大网格的加密区域 ,应该能够进一步改善系

统的能量误差.针对这一想法 ,在相关的数值实验中 ,将梯度所判定的加密区域向外延拓一圈 ,实验结果显

示 ,整个计算过程的能量误差有所降低 ,但是在稳定状态 ,能量守恒性仍然比实验 2差.

3)在实验 5中所使用的基于光子通量的网格自适应方法 ,虽然在降低能量误差方面不如基于 Hessian矩

阵的网格自适应方法 ,也不能反应温度突变区的变化 ,但是该方法能够保持能量守恒的单调下降 ,且守恒误

差也接近一致加密的效果 ,所以在一般情况下 ,该网格自适应方法也不失其可取性.

4)插值误差对网格自适应有较大的影响 ,并直接导致网格自适应中能量误差的震荡现象.

5)针对方程 (1) ,在网格的自适应算法中 ,充分考虑突变的初边值条件 ,适当加密自由面边界的单元 ,使

边界与区域内部保持一定的网格密度比 ,有助于降低系统的能量守恒误差.我们在制作网格自适应软件时 ,

考虑了这方面的影响.

另外需要说明的是 ,由于我们的自适应算法只使用了两层网格 ,当系统突变区过于狭窄的时候 ,本方法

会遇到一定的困难.如何克服这一缺陷 ,进一步提高网格自适应算法的效率 ,是我们今后研究的方向.
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A Mesh Adaptive Method for Two2Dimensional Three2Tempeature

Heat Conduction Equations

J IANGJun ,　SHU Shi ,　HUANG Yunqing ,　CHEN Long

( School of Math and Computational Science , Xiangtan University , Xiangtan　411105 , China)

Abstract :　A mesh adaptation approach based on Hessian matrix is proposed to solve two2dimensional heat conductione equations with coupled

electron , iron and photon temperatures. Three kinds of adaptive mesh and two adaptation methods based on gradient and flux of the photon

finite element solution are used. It is shown that the energy conservation error and computation efficiency of the approach are improved.

Key words :　laser2driven inertial confinement fusion ; two2dimensional three2temperature heat conduction equation ; mesh adaptation ; Hessian

matrix
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