trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231, S. 1–23

udk 517.938

nEKOTORYE SWOJSTWA KOSYH PROIZWEDENIJ

NAD PODKOWOJ I SOLENOIDOM^1

cfl2000 G. a. s. gORODECKIJ, ‘. s. iLXQ[ENKO

pOSTUPILO W FEWRALE 2000 G.

iSSLEDU@TSQ KOSYE PROIZWEDENIQ NAD SDWIGOM bERNULLI I NAD SOLENOIDOM sMEJLA–wILXQMSA SO SLOEM S^1. pREDPOLAGAETSQ, ^TO OTOBRAVENIE W SLOE GËLXDEROWO ZAWISIT OT TO^KI W BAZE (IMENNO TAKIE KOSYE PROIZWEDENIQ POQWLQ@TSQ PRI IZU^ENII ^ASTI^NO GIPERBOLI^ESKIH MNO- VESTW). dOKAZYWAETSQ, ^TO W PROSTRANSTWE KOSYH PROIZWEDENIJ S TAKIM SWOJSTWOM SU]ESTWUET OTKRYTOE MNOVESTWO, OTOBRAVENIQ IZ KOTOROGO IME@T PLOTNYE MNOVESTWA PRITQGIWA@]IH I OTTALKIWA@]IH WDOLX SLOQ PERIODI^ESKIH ORBIT, A TAKVE PLOTNYE ORBITY S NULEWYM (WDOLX SLOQ) POKAZATELEM lQPUNOWA.

1. wwedenie

1.1. dEJSTWIQ SWOBODNYH POLUGRUPP I KASKADY. sU]ESTWUET SWQZX MEVDU DINA-

MIKOJ, POROVDENNOJ DEJSTWIEM SWOBODNYH POLUGRUPP DIFFEOMORFIZMAMI NA KOMPAKTNYH MNOGOOBRAZIQH, S ODNOJ STORONY, I KLASSI^ESKIMI DINAMI^ESKIMI SISTEMAMI — ITERACIQMI DIFFEOMORFIZMOW NA MNOGOOBRAZIQH BOLX[EJ RAZMERNOSTI — S DRUGOJ.

nA PERWYJ WZGLQD, ORBITY DEJSTWIQ SWOBODNOJ POLUGRUPPY MOGUT BYTX GORAZDO SLOVNEE, ^EM ORBITY DEJSTWIQ CIKLI^ESKOJ GRUPPY. oDNAKO CENOJ UWELI^ENIQ RAZMERNOSTI FAZOWOGO PROSTRANSTWA WSE “FFEKTY, NABL@DAEMYE W DINAMIKE, POROVDENNOJ DEJSTWIEM SWOBODNOJ

POLUGRUPPY, MOGUT BYTX PERENESENY NA DIFFEOMORFIZMY.

—TOT “WRISTI^ESKIJ PRINCIP REALIZUETSQ S POMO]X@ SLEDU@]EJ KONSTRUKCII. dEJSTWIE SWOBODNOJ POLUGRUPPY S N OBRAZU@]IMI fi — DIFFEOMORFIZMAMI KOMPAKTNOGO MNOGOOB- RAZIQ M — TESNO SWQZANO S DEJSTWIEM ODNOGO GOMEOMORFIZMA NA DEKARTOWOM PROIZWEDENII PROSTRANSTWA Σ^N DWUSTORONNIH POSLEDOWATELXNOSTEJ IZ N SIMWOLOW NA MNOGOOBRAZIE M. pROSTRANSTWO Σ^N QWLQETSQ BAZOJ “TOGO PROIZWEDENIQ, A MNOGOOBRAZIE M — SLOEM. uPOMQ- NUTYJ GOMEOMORFIZM — KOSOE PROIZWEDENIE NAD SDWIGOM bERNULLI σ : Σ^N ! Σ^N — ZADAETSQ SLEDU@]EJ FORMULOJ:

F : Σ^N � M ! Σ^N � M, (ω, φ) 7! (σω, f_{ω0} (φ)). (1.1)

oRBITY DEJSTWIQ POLUGRUPPY S OBRAZU@]IMI fi SOWPADA@T S PROEKCIQMI NA SLOJ WDOLX BAZY POLOVITELXNYH POLUTRAEKTORIJ OTOBRAVENIQ F . tAKIM OBRAZOM, WSE “FFEKTY, NABL@DAEMYE W DINAMIKE DEJSTWIQ SWOBODNOJ POLUGRUPPY NA M, NABL@DA@TSQ TAKVE W KASKADE, POROVDENNOM GOMEOMORFIZMOM (1.1).

kOSOE PROIZWEDENIE (1.1) NAZYWAETSQ STUPEN^ATYM PO SLEDU@]EJ PRI^INE. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE, OTLI^A@]EESQ OT (1.1) TEM, ^TO OTOBRAVENIE W SLOE ZAWISIT TEPERX OT WSEJ

1rABOTA WYPOLNENA OBOIMI AWTORAMI PRI ^ASTI^NOJ FINANSOWOJ PODDERVKE rOSSIJSKOGO FONDA FUNDAMEN- TALXNYH ISSLEDOWANIJ (PROEKT 98-01-00455) I WTORYM AWTOROM PRI ^ASTI^NOJ FINANSOWOJ PODDERVKE NSF

DMS (GRANT 997-0372). 1 1

2 gorodeckij, ilxq–enko

POSLEDOWATELXNOSTI W BAZE, A NE OT ODNOGO EE NULEWOGO “LEMENTA:

G: Σ^N � M ! Σ^N � M, (ω, φ) 7! (σω, f_ω(φ)). (1.2)

tAKIE KOSYE PROIZWEDENIQ NAZYWA@TSQ MQGKIMI. sTUPEN^ATYE PROIZWEDENIQ WYDELQ@TSQ SREDI MQGKIH TREBOWANIEM

f_ω = f_{ω0} . (1.3)

dLQ NIH OTOBRAVENIE W SLOE POSTOQNNO NA CILINDRE, SOSTOQ]EM IZ WSEH POSLEDOWATELXNOSTEJ S OB]IM NULEWYM “LEMENTOM. oTS@DA PROISHODIT NAZWANIE.

sLEDU@]IJ [AG — GLADKAQ REALIZACIQ GOMEOMORFIZMA (1.1). rASSMOTRIM N NEPERESEKA- @]IHSQ “GORIZONTALXNYH” PRQMOUGOLXNIKOW Di I OTOBRAVENIE PODKOWY sMEJLA S OB˙EDINE- NIQ D “TIH PRQMOUGOLXNIKOW NA OB˙EDINENIE D^0 N NEPERESEKA@]IHSQ “WERTIKALXNYH” PRQMO- UGOLXNIKOW. u DIFFEOMORFIZMA S ESTX GIPERBOLI^ESKOE INWARIANTNOE MNOVESTWO Λ, OGRANI^E- NIE DIFFEOMORFIZMA NA KOTOROE TOPOLOGI^ESKI “KWIWALENTNO SDWIGU bERNULLI σ : Σ^N ! Σ^N . rASSMOTRIM DIFFEOMORFIZM

F: D � M ! D^0 � M, F(x, φ) = (S(x), f_x(φ)), (1.4)

f_x = f_i PRI x 2 D_i. (1.5)

oTOBRAVENIE F IMEET INWARIANTNOE MNOVESTWO Λ � M. oGRANI^ENIE OTOBRAVENIQ F NA “TO MNOVESTWO SOPRQVENO S OTOBRAVENIEM (1.1). tAKIM OBRAZOM, SWOJSTWA, OBNARUVENNYE PRI ISSLEDOWANII POLUGRUPPY, POROVDENNOJ DIFFEOMORFIZMAMI fi : M ! M, REALIZU@TSQ GLADKIM OTOBRAVENIEM F. wPRO^EM “TO OTOBRAVENIE ^REZWY^AJNO WYROVDENO. pOSLEDNIJ (I SAMYJ TRUDNYJ) [AG PROGRAMMY — DOKAZATX, ^TO “TI SWOJSTWA SOHRANQ@TSQ PRI MALOM WOZMU]ENII OTOBRAVENIQ F.

pOLU^ENNYE NA “TOM PUTI REZULXTATY IZLOVENY W [1]. w CITIROWANNOJ RABOTE TEOREMY PRIWODQTSQ LI[X S NABROSKAMI DOKAZATELXSTW ILI SOWSEM BEZ NIH. nASTOQ]AQ STATXQ — PERWAQ W SERII RABOT, IZLAGA@]IH “TU PROGRAMMU PODROBNO. w NEJ ISSLEDU@TSQ KOSYE PROIZWEDE- NIQ (1.4) NAD PODKOWOJ sMEJLA I SHODNYE S NIMI, NO BOLEE SLOVNYE KOSYE PROIZWEDENIQ NAD SOLENOIDOM. kOSYE PROIZWEDENIQ NAD PODKOWOJ IME@T INWARIANTNYE MNOVESTWA, W OKRESTNOSTI KOTORYH PO^TI WSE NE PRINADLEVA]IE “TIM MNOVESTWAM TO^KI PROWODQT LI[X KONE^NOE WREMQ. nAPROTIW, IZU^AEMYE NIVE INWARIANTNYE MNOVESTWA KOSYH PROIZWEDENIJ NAD SOLENOIDOM QWLQ@TSQ MAKSIMALXNYMI ATTRAKTORAMI I IH ISSLEDOWANIE PREDSTAWLQET OSOBYJ INTERES.

1.2. gLADKIE DINAMI^ESKIE SISTEMY I MQGKIE KOSYE PROIZWEDENIQ. mALYE

WOZMU]ENIQ OTOBRAVENIJ (1.4), UDOWLETWORQ@]IH OPREDELENNYM TREBOWANIQM NA RASTQVENIQ I SVATIQ, IME@T INWARIANTNYE ^ASTI^NO GIPERBOLI^ESKIE MNOVESTWA, GOMEOMORFNYE PROIZ- WEDENI@ Σ^N � M (SM. TEOREMU 7.1 IZ [2], A TAKVE TEOREMU 2 IZ [1]). sLOI “TOGO INWARIANTNOGO MNOVESTWA GËLXDEROWYM OBRAZOM ZAWISQT OT TO^EK BAZY (TEOREMA 3 IZ [1]). —TOT REZULXTAT, DOKAZANNYJ PERWYM AWTOROM, SOSTAWIT SODERVANIE OTDELXNOJ STATXI.

oGRANI^ENIE MALOGO WOZMU]ENIQ OTOBRAVENIQ (1.4) NA OPISANNOE WY[E INWARIANTNOE MNOVESTWO IMEET WID (1.2). uKAZANNAQ WY[E GËLXDEROWA ZAWISIMOSTX SLOEW OT TO^KI BAZY MOTIWIRUET SLEDU@]EE TREBOWANIE NA MQGKIE KOSYE PROIZWEDENIQ, KOTORYE MY BUDEM RAS- SMATRIWATX NIVE:_d C^r (fω, fω0) ˇ C(dΣ^N (ω, ω 0))^α, (1.6)

GDE C, α — NEKOTORYE POLOVITELXNYE KONSTANTY. pODROBNEE “TO TREBOWANIE GËLXDEROWOJ ZAWISIMOSTI OTOBRAVENIQ W SLOE OT TO^KI W BAZE MOTIWIROWANO W P. 4.1.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 3

1.3. oSNOWNYE REZULXTATY. w RAZD. 2 OPISYWA@TSQ SWOJSTWA STUPEN^ATYH KOSYH

PROIZWEDENIJ, W RAZD. 3 — MQGKIH. pRI “TOM OKAZYWAETSQ, ^TO SWOJSTWO GËLXDEROWOSTI (1.6) POZWOLQET PERENOSITX SWOJSTWA STUPEN^ATYH KOSYH PROIZWEDENIJ NA SLU^AJ MQGKIH.

tEOREMA 1 IZ RAZD. 2 UTWERVDAET, ^TO SU]ESTWUET OTKRYTOE MNOVESTWO W PROSTRANSTWE STUPEN^ATYH SISTEM (1.1), OTOBRAVENIQ IZ KOTOROGO IME@T

i) PLOTNYE MNOVESTWA PERIODI^ESKIH TO^EK RAZNYH INDEKSOW; ii) PLOTNYE ORBITY S NULEWYM POKAZATELEM lQPUNOWA.

tEOREMA 2 IZ RAZD. 3 UTWERVDAET, ^TO SU]ESTWUET OTKRYTOE MNOVESTWO W PROSTRANSTWE MQGKIH SISTEM (1.2) SO SWOJSTWOM GËLXDEROWOSTI (1.6), OBLADA@]EE TEMI VE SWOJSTWAMI. wMESTE S TEORIEJ INWARIANTNYH ^ASTI^NO GIPERBOLI^ESKIH MNOVESTW, UPOMQNUTOJ W P. 1.2, “TI REZULXTATY POZWOLQT DOKAZATX LOKALXNU@ TIPI^NOSTX SWOJSTW i), ii) DLQ GLADKIH DINAMI- ^ESKIH SISTEM.

w RAZD. 4 RASSMATRIWA@TSQ MQGKIE DINAMI^ESKIE SISTEMY, KOTORYE MOGUT BYTX REALIZO- WANY GLADKIMI SISTEMAMI

F: T � M ! T � M, F(x, φ) = (S(x), f_x(φ)),

W PREDPOLOVENII, ^TO T — POLNOTORIE, S : T ! T — NE PODKOWA sMEJLA, A SOLENOID sMEJLA– wILXQMSA. sWOJSTWO i) DOKAZYWAETSQ DLQ TAKIH SISTEM. wMESTE S TEORIEJ, UPOMQNUTOJ W P. 1.2, “TO POZWOLIT DOKAZATX SU]ESTWOWANIE ATTRAKTOROW GLADKIH OTOBRAVENIJ S PLOTNYMI MNOVESTWAMI PERIODI^ESKIH TO^EK RAZNYH INDEKSOW I UTWERVDATX, ^TO “TO SWOJSTWO LOKALXNO TIPI^NO. gIPOTEZA O SU]ESTWOWANII TAKIH OTOBRAVENIJ BYLA SFORMULIROWANA W [3] I DOKAZANA W [4]. nA[I METODY POZWOLQT, W ^ASTNOSTI, DOBAWITX K “TOMU SWOJSTWU NALI^IE PLOTNOJ ORBITY S NULEWYM PROMEVUTO^NYM POKAZATELEM lQPUNOWA.

rEZULXTATY RAZD. 2, 3 I P. 4.1 PRINADLEVAT PERWOMU AWTORU, OSTALXNYE REZULXTATY RAZD. 4 — WTOROMU.

2. grubye swojstwa stupen~atyh kosyh proizwedenij

2.1. sWOJSTWA STUPEN^ATYH SISTEM: FORMULIROWKA. w “TOM RAZDELE RASSMATRIWA-

@TSQ ITERACII STUPEN^ATYH OTOBRAVENIJ (1.1). o^EWIDNO, PRI n > 0 F^n(ω, φ) = (σ^nω, f̄_n[ω](φ)), GDE_¯

f_n[ω] = f_{ωn}I_1 ffi . . . ffi f_{ω0} ; (2.1)

F^{kn}(ω, φ) = (σ^{kn}ω, f̄_{kn}[ω](φ)),

GDE_{f̄}

kn[ω] = f^{k1}_ωI_n ffi . . . ffi f^{k1}_ωI_1 . (2.2)

pOLOVIM^¯f0[ω] = id. mY TAKVE BUDEM POLXZOWATXSQ OBOZNA^ENIEM Cᾱ = fω 2 Σ^2 j ωj = αj, ln ˇ j ˇ n l 1g, GDE ᾱ = αkn . . . α0 . . . αnk1 — OTREZOK IZ 0 I 1.

dOKAZATELXSTWA “KZOTI^ESKIH SWOJSTW ORBIT OTOBRAVENIQ F OSNOWANY NA TOM, ^TO, WYBIRAQ NA^ALXNOE USLOWIE, MY PREVDE WSEGO WYBIRAEM POSLEDOWATELXNOSTX ω; “TOT WYBOR NAHODITSQ W NA[EJ WLASTI. pOLXZUQSX SWOBODOJ DEJSTWIQ, PREDOSTAWLQEMOJ DEJSTWIEM SWOBODNOJ PO- LUGRUPPY NA SLOE, MY MOVEM PRIPISYWATX NULI I EDINICY K UVE POSTROENNOMU OTREZKU POSLEDOWATELXNOSTI ω TAK, ^TOBY SUPERPOZICII (2.1) I (2.2) IMELI NUVNYE NAM SWOJSTWA.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231 1*

4 gorodeckij, ilxq–enko tEOREMA 1. sU]ESTWU@T TAKOJ INTERWAL I æ R, 0 2 I, I TAKIE OTKRYTYE MNOVESTWA

U_0, U_1 æ Diff^1(S^1), ^TO DLQ L@BYH f_0, f_1, f_j 2 U_j, OTOBRAVENIE F OBLADAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI.

(i) pERIODI^ESKIE ORBITY OTOBRAVENIQ F S MULXTIPLIKATOROM WDOLX OKRUVNOSTI, PO MODUL@ BOLX[IM EDINICY, PLOTNY W Σ^2 � S^1. tO VE WYPOLNENO DLQ PERIODI^ESKIH ORBIT S MULXTIPLIKATOROM, PO MODUL@ MENX[IM EDINICY.

(ii) dLQ L@BOGO λ 2 I SU]ESTWUET PLOTNAQ W Σ^2 � S^1 ORBITA S LQPUNOWSKIM POKAZATELEM WDOLX OKRUVNOSTI, RAWNYM λ.

(iii) eSLI ORBITA POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 Σ^2 POD DEJSTWIEM SDWIGA bERNULLI σ PLOTNA W Σ^2, TO DLQ L@BOGO φ 2 S^1 ORBITA TO^KI (ω, φ) POD DEJSTWIEM F PLOTNA W Σ^2 � S^1.

w KA^ESTWE MNOVESTW U0 I U1 WOZXMEM MALYE C^1-OKRESTNOSTI SLEDU@]IH DIFFEOMORFIZMOW

g_0, g_1.

pUSTX g0 ESTX POWOROT OKRUVNOSTI S^1 = R/Z NA MALYJ UGOL b <^1_{20} . pUSTX g1 ESTX SOHRANQ@]IJ ORIENTACI@ DIFFEOMORFIZM S DWUMQ NEPODWIVNYMI TO^KAMI, ATTRAKTOROM p0 I REPELLEROM q0; WSE OSTALXNYE TO^KI SDWIGA@TSQ OT q0 K p0 POD DEJSTWIEM POLOVITELXNYH ITERACIJ g1. pREDPOLOVIM TAKVE, ^TO q0 = 0, p0 =^1_2 I g1 LINEJNO W NEKOTORYH OKRESTNOSTQH q0 I p0. a IMENNO NA O(q0) = (l^1_8 ,^1_8 ) æ S^1 OTOBRAVENIE g1 QWLQETSQ RASTQVENIEM φ 7! aφ, a > 1, NA O(p0) = (^3_8 ,^5_8 ) æ S^1 OTOBRAVENIE g^{k1}_1 IMEET SHODNYJ WID φ 7! a(φl^1_2 )+^1_2 I max_S1 jDg1j ˇ a,

max_S1 jDg^{k1}_1 j ˇ a.

w KA^ESTWE OKRESTNOSTI Ui, i = 0, 1, W TEOREME 1 WOZXMEM MNOVESTWO DIFFEOMORFIZMOW fi, UDOWLETWORQ@]IH USLOWI@_d

C1 (f_i, g_i) < δ, i = 0, 1, (2.3)

GDE δ MALO PO SRAWNENI@ S ln a I b. tAKIM OBRAZOM, OTOBRAVENIE f0 BLIZKO K POWOROTU, OTOBRAVENIE f1 IMEET DWE NEPODWIVNYE TO^KI, ATTRAKTOR p I REPELLER q. oBOZNA^IM ^EREZ

W^+ DUGU (l^1_8 + δ,^1_8 l δ), A ^EREZ W^k DUGU (^3_8 + δ,^5_8 l δ). oTOBRAVENIE f_1 DUGU W^+ RASTQGIWAET

(A IMENNO jf^0_1j_W + j > a l δ), A DUGU W^k SVIMAET (A IMENNO jf^0_1j_W Ij < a^{k1} + δ).

wYBEREM I ZAFIKSIRUEM PROIZWOLXNYE f0 2 U0 I f1 2 U1. dOKAVEM, ^TO SOOTWETSTWU@]EE OTOBRAVENIE F (1.1) OBLADAET SWOJSTWAMI (i), (ii), (iii).

2.2. iSKAVENIE DUG.

lEMMA 2.1 (OB ISKAVENII DUG). pUSTX ZADANY OTREZOK ᾱ = α_{kn} . . . α_{k1}α_0 . . . α_{nk1} (IZ 0 I 1) I DUGA J æ S^1. tOGDA NAJDUTSQ TAKIE OTREZKI β̄ = β_{km} . . . β_0 . . . β_{mk1}, β̄^0 = β^0_{km}0 . . . β^0 . . . β^0_m0_{k1} I β̄^{00} = β^{00}_{km}00 . . . β^{00}_0 . . . β^{00}_m00_{k1} IZ 0 I 1, ^TO β_i = β^0_i = β^{00}_i = α_i PRI ln ˇ i ˇ n l 1 I WYPOLNENO SLEDU@]EE:

1) ESLI ω 2 C¯_β, TO f̄_m[ω](J) æ W^k æ f̄_{km}[ω](J), PRI^EM

fi_{(f̄m[ω])0}j_J fi_{< 1,} fi_{(f̄km[ω])0}j_{(f̄Im[ω])I1(W I)}fi_{> 1;}

2) ESLI ω^0 2 C¯_β0, TO f̄_{km}0[ω^0](J) æ W^+ æ f̄_m0[ω^0](J), PRI^EM

fi_{(f̄km0[ω0])0}j_J fi_{< 1,} fi_{(f̄m0[ω0])0}j_{(f̄m0 [ω0])I1(W +)}fi_{> 1;}

3) ESLI ω^{00} 2 C¯_β00, TO S^1 l W^k æ f̄_m00[ω^{00}](J), S^1 l W^+ æ f̄_{km}00[ω^{00}](J).

dOKAZATELXSTWO. pOLOVIM s = [^1_{bkδ} ] + 1. pOD DEJSTWIEM s ITERACIJ OTOBRAVENIQ f_0 L@BAQ TO^KA φ 2 S^1 SOWER[AET BOLEE ODNOGO POLNOGO OBOROTA, DWIGAQSX “MALYMI [AGAMI”

f_0(φ) l φ 2 (b l δ, b + δ).

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 5

pREDLOVENIE 2.1. pUSTX ZADANA DUGA J^� æ S^1. nAJDETSQ TAKAQ KONE^NAQ KOMPOZICIQ h OTOBRAVENIJ f_0 I f_1, ^TO DLINA DUGI h(J^�) NE MENX[E 2b.

dOKAZATELXSTWO. eSLI DLINA DUGI J^� MENX[E 2b, TO S POMO]X@ NE BOLEE ^EM s PRIMENE- NIJ f0 DUGA J^� MOVET BYTX OTOBRAVENA WNUTRX DUGI W^+, POSLE ^EGO PRIMENENIE f1 RASTQGIWAET OBRAZ DUGI J^� S MULXTIPLIKATOROM NE MENX[E (a l δ). pOSLE k PRIMENENIJ “TOJ PROCEDURY MY POLU^IM DUGU DLINY NE MENX[E (1 l δ)^{sk}(a l δ)^kjJ^�j. dLQ DOSTATO^NO BOLX[OGO k POLU^IM DUGU DLINY BOLX[E 2b. pREDLOVENIE 2.1 DOKAZANO.

zAME^ANIE. pREDLOVENIE 2.1 OSTANETSQ WERNYM, ESLI WZQTX WMESTO OTOBRAVENIJ f_0 I f_1 OTOBRAVENIQ f^{k1}_0 I f^{k1}_1 .

pRODOLVIM DOKAZATELXSTWO LEMMY 2.1. pUSTX f^+ = fα_{nI1} ffi . . . ffi fα_0 , f^k = f^{k1}_{αIn} ffi . . . ffi f^{k1}_{αI1} . oBOZNA^IM J^+ = f^+(J) I J^k = f^k(J).

pOSTROIM TEPERX OTREZOK^¯β, UDOWLETWORQ@]IJ SWOJSTWU 1). —TO “KWIWALENTNO POSTROENI@ KONE^NOJ KOMPOZICII h^+ = f_{βmI1} ffi . . . ffi f_{βn} OTOBRAVENIJ f0 I f1 I KONE^NOJ KOMPOZICII

h^k = f^{k1}_βI_m ffi . . . ffi f^{k1}_βI_nI_1 OTOBRAVENIJ f^{k1}_0 I f^{k1}_1 , TAK ^TO OTOBRAVENIQ h^+ ffi f^+ I h^k ffi f^k

UDOWLETWORQ@T SWOJSTWU 1), A IMENNO WYPOLNENY WKL@^ENIQ h^+ ffi f^+(J) æ W^k æ h^k ffi f^k(J), PRI^EM fi(h^+ ffi f^+)^0jJ fi < 1, fi(h^k ffi f^k)^0j_{(h}I_{ffif}I_)I1_{(W} I_)fi > 1.

dLQ POSTROENIQ h^+ PRIMENIM PREDLOVENIE 2.1 K DUGE J^� = S^1 l^¯J^+. pOSLE “TOGO S POMO]X@ NE BOLEE s OTOBRAVENIJ f0 NAKROEM OBRAZOM DUGI S^1 l^¯J^+ (DLINA KOTOROGO TEPERX NE MENX[E 2b) REPELLER q. zATEM PRIMENIM NASTOLXKO BOLX[OE ^ISLO OTOBRAVENIJ f1, ^TOBY OBRAZ DUGI

S^1 l J̄^+ RASTQNULSQ I POKRYL S^1 l W^k. oBRAZ DUGI J^+ PRI “TOM POPADET WNUTRX W^k, I,

POSKOLXKU OTOBRAVENIE f1 SVIMAET DUGU W^k, PRIMENENIE E]E NEKOTOROGO KONE^NOGO ^ISLA OTOBRAVENIJ f1 OBESPE^IT WYPOLNENIE USLOWIQ NA PROIZWODNU@ (A IMENNO fi(h^+ ffi f^+)^0jJ fi < 1).

tEPERX POSTROIM KOMPOZICI@ h^k OTOBRAVENIJ f^{k1}_0 I f^{k1}_1 . dLQ “TOGO PRIMENIM PREDLOVE- NIE 2.1 K DUGE J^� = J^k I OTOBRAVENIQM f^{k1}_0 I f^{k1}_1 . oBRAZ DUGI J^k PRI “TOM BUDET IMETX DLINU NE MENX[E 2b. pOSLE “TOGO S POMO]X@ NE BOLEE s OTOBRAVENIJ f^{k1}_0 NAKROEM OBRAZOM DUGI J^k TO^KU p (KOTORAQ QWLQETSQ REPELLEROM DLQ OTOBRAVENIQ f^{k1}_1 ). zATEM PRIMENIM NASTOLXKO BOLX[OE ^ISLO OTOBRAVENIJ f^{k1}_1 , ^TOBY OBRAZ DUGI J^k POKRYWAL DUGU W^k. pOSKOLXKU OTOBRAVENIE f^{k1}_1 RASTQGIWAET DUGU W^k, PRIMENENIE E]E NEKOTOROGO ^ISLA OTOBRAVENIJ f^{k1}_1 OBESPE^IT WYPOLNENIE USLOWIQ NA PROIZWODNU@ (A IMENNO fi(h^k ffi f^k)^0j_{(h}I_{ffif}I_)I1_{(W} I_)fi > 1).

oSTALOSX ZAMETITX, ^TO K POSTROENNOJ KOMPOZICII OTOBRAVENIJ f0 I f1 MOVNO PRIMENQTX PROIZWOLXNOE KONE^NOE ^ISLO OTOBRAVENIJ f1, SOHRANQQ TREBUEMYE SWOJSTWA; SOOTWETSTWENNO K KOMPOZICII OTOBRAVENIJ f^{k1}_0 I f^{k1}_1 MOVNO PRIMENQTX OTOBRAVENIQ f^{k1}_1 . sLEDOWATELXNO, MOVNO S^ITATX, ^TO KOMPOZICII h^+ I h^k IME@T ODINAKOWU@ DLINU (“TO NE PRINCIPIALXNO W SLU^AE STUPEN^ATYH SISTEM, NO WAVNO PRI OBOB]ENII NA SLU^AJ MQGKIH SISTEM). oTREZOK^¯β POSTROEN.

oTREZOK^¯β^0 STROITSQ ANALOGI^NO.

oTREZOK^¯β^{00} TAKVE STROITSQ POHOVIM OBRAZOM; SITUACIQ TOLXKO UPRO]AETSQ, POSKOLXKU NET KAKIH-LIBO DOPOLNITELXNYH TREBOWANIJ NA PROIZWODNYE. lEMMA 2.1 DOKAZANA.

2.3. pERIODI^ESKIE ORBITY. w “TOM PUNKTE DOKAZYWAETSQ UTWERVDENIE (i) TEOREMY 1.

dOKAVEM, ^TO PERIODI^ESKIE ORBITY OTOBRAVENIQ F (1.1) S MULXTIPLIKATOROM WDOLX OKRUVNOSTI, PO MODUL@ MENX[IM EDINICY, PLOTNY W Σ^2 � S^1. sNA^ALA ZAMETIM, ^TO MNO- VESTWA WIDA Cᾱ � J æ Σ^2 � S^1 (GDE ᾱ = αkn . . . α0 . . . αnk1 — OTREZOK IZ 0 I 1, J — DUGA NA OKRUVNOSTI S^1) OBRAZU@T BAZU TOPOLOGII PROSTRANSTWA Σ^2 � S^1. pO“TOMU DOSTATO^- NO POKAZATX, ^TO ^EREZ L@BOE MNOVESTWO WIDA Cᾱ � J PROHODIT TREBUEMAQ PERIODI^ESKAQ

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

6 gorodeckij, ilxq–enko

TRAEKTORIQ. dLQ “TOGO WOSPOLXZUEMSQ UTWERVDENIEM 1) LEMMY 2.1: NAJDETSQ TAKOJ OTRE- ZOK^¯β = βkm . . . β0 . . . βmk1, ^TO ESLI ω 2 C¯_β, TO^¯fm[ω](J) æ W^k æ^¯fkm[ω](J), PRI^EM fi_{(f̄m[ω])0}j_J fi_{< 1,} fi_{(f̄km[ω])0}j_{(f̄Im[ω])I1(W I)}fi_{> 1.} sRAZU ZAMETIM_, ^TO IZ WTOROGO NERAWENSTWA

NA PROIZWODNU@ SLEDUET, ^TO fi((^¯fkm[ω])^{k1})^0j_{(W} I_)fi < 1. wOZXMEM POSLEDOWATELXNOSTX ω 2 C¯_β, PERIODI^ESKU@ S PERIODOM^¯β (T.E. σ^{2m}ω = ω, ω 2 C¯_β). oTOBRAVENIE^¯f2m[ω]: S^1 ! S^1 IMEET NEPODWIVNU@ TO^KU φ0 2 J S MULXTIPLIKATOROM MENX[E EDINICY. dEJSTWITELXNO,

f̄_{2m}[ω] = (f̄_{km}[ω])k1 ffi f̄_m[ω], DUGA J POD DEJSTWIEM OTOBRAVENIQ f̄_m[ω] POPADAET WNUTRX

DUGI W^k I PRI “TOM SVIMAETSQ. nO WSQ DUGA W^k POD DEJSTWIEM OTOBRAVENIQ (^¯fkm[ω])^{k1} SO SVATIEM OTOBRAVAETSQ WNUTRX DUGI J. tAKIM OBRAZOM,^¯f2m[ω] OTOBRAVAET DUGU J W SEBQ SO SVATIEM, SLEDOWATELXNO, IMEET NEPODWIVNU@ TO^KU φ0 2 J S MULXTIPLIKATOROM MENX[E EDINICY. nO TOGDA TO^KA (ω, φ0) QWLQETSQ ISKOMOJ PERIODI^ESKOJ TO^KOJ DLQ OTOBRAVENIQ F .

sU]ESTWOWANIE PLOTNOGO MNOVESTWA PERIODI^ESKIH ORBIT S MULXTIPLIKATOROM WDOLX OKRUVNOSTI, BOLX[IM EDINICY, DOKAZYWAETSQ ANALOGI^NO S ISPOLXZOWANIEM UTWERVDENIQ 2) LEMMY 2.1.

2.4. oTREZKI PLOTNOSTI.

lEMMA 2.2. pUSTX ZADANY OTREZOK ᾱ = α_{kn} . . . α_{k1}α_0 . . . α_{nk1} (IZ 0 I 1) I DUGA J æ S^1. nAJDETSQ TAKOJ KONE^NYJ OTREZOK γ̄ = γ_0γ_1 . . . γ_l IZ 0 I 1, ^TO ESLI POSLEDOWATELXNOSTX

ω 2 Σ^2 SODERVIT OTREZOK γ̄, TO DLQ L@BOJ TO^KI φ 2 S^1 ORBITA TO^KI (ω, φ) 2 Σ^2 � S^1 POD

DEJSTWIEM OTOBRAVENIQ F PERESEKAET MNOVESTWO C_ᾱ � J æ Σ^2 � S^1.

dOKAZATELXSTWO. wOSPOLXZUEMSQ UTWERVDENIEM 3) LEMMY 2.1: NAJDETSQ TAKOJ OTREZOK

β̄ = β_{km} . . . β_0 . . . β_{mk1}, β_i = α_i PRI ln ˇ i ˇ n l 1, ^TO ESLI ω 2 C_{β̄}, TO S1 l W k æ f̄_m[ω](J),

S^1 lW^+ æ f̄_{km}[ω](J). oTMETIM, ^TO (S^1 lW^k)[(S^1 lW^+) = S^1. oSTAETSQ ZAMETITX, ^TO W KA-

^ESTWE OTREZKA γ̄ MOVNO WZQTX DWAVDY NAPISANNYJ OTREZOK^¯β, T.E. γk2m . . . γk1 = γ0 . . . γ2mk1 =

= β_{km} . . . β_{mk1}. dEJSTWITELXNO, PUSTX ω^� 2 Σ^2 SODERVIT OTREZOK γ̄. bEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI

MOVNO S^ITATX, ^TO γ̄ — “CENTRALXNYJ” OTREZOK POSLEDOWATELXNOSTI ω^�: γ̄ = ω^�_{k2m} . . . ω^�_0 . . .

. . . ω^�_{2mk1}. sRAZU ZAMETIM, ^TO TOGDA σ^mω^� 2 C_ᾱ I σ^{km}ω^� 2 C_ᾱ. zAMETIM TAKVE, ^TO DLQ

L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 C¯_β^¯fm[ω^�] = (^¯fkm[ω])^{k1}, A^¯fkm[ω^�] = (^¯fm[ω])^{k1}. wOZXMEM TEPERX PROIZWOLXNU@ TO^KU φ 2 S^1. tAK KAK (S^1 l W^k) [ (S^1 l W^+) = S^1, TO TO^KA φ LEVIT PO KRAJNEJ MERE NA ODNOJ IZ DUG S^1 l W^k ILI S^1 l W^+. eSLI φ 2 S^1 l W^k, TO

f̄_{km}[ω�](φ) 2 f̄_{km}[ω�](S1 l W k) = (f̄_m[ω])k1(S1 l W k) æ J. eSLI VE φ 2 S1 l W +, TO f̄_m[ω�](φ) 2 f̄_m[ω�](S1 l W +) = (f̄_{km}[ω])k1(S1 l W +) æ J. iTAK, W L@BOM SLU^AE ORBITA

TO^KI (ω^�, φ) POD DEJSTWIEM OTOBRAVENIQ F PERESEKAET Cᾱ � J. lEMMA 2.2 DOKAZANA.

2.5. pOKAZATELI lQPUNOWA. eSLI ZADANY TO^KA φ 2 S^1 I POSLEDOWATELXNOSTX ω 2 Σ^2,

TO PRI n 2 N POLOVIM

λ_n(φ) = ln jf̄^0_n(φ)j =

nk1X i=0 ln jf^0_{ωi} (^¯fi(φ))j, λkn(φ) = ln j^¯f^0_{kn}(φ)j = l^{nk1} X i=0 ln jf^0_{ωIi} (^¯fki(φ))j.

oBOZNA^IM TAKVE s = ˇ_1 b l δ ˘_{+ 1, μ = (ln (a} l δ) + s ln (1 l δ)), I =^1_s (lμ, μ). (2.4)

lEMMA 2.3. sU]ESTWUET TAKAQ KONSTANTA C > 0, ^TO WYPOLNENO SLEDU@]EE. dLQ L@BOJ TO^KI φ 2 S^1, L@BYH f_0 2 U_0, f_1 2 U_1 I L@BOGO λ 2 I NAJDETSQ TAKAQ POSLEDOWATELX- NOSTX ω(φ) 2 Σ^2, ^TO jλ_n(φ) l λnj < C I jλ_{kn}(φ) + λnj < C.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 7

dOKAZATELXSTWO. zAFIKSIRUEM PROIZWOLXNU@ TO^KU φ 2 S^1 I POSTROIM PRAWU@ ^ASTX TREBUEMOJ POSLEDOWATELXNOSTI ω(φ): ω0ω1 . . . ω_k . . . lEWAQ ^ASTX STROITSQ ANALOGI^NO, TAK KAK OTOBRAVENIQ (f^{k1}_0 , f^{k1}_1 ) OBLADA@T TEMI VE SWOJSTWAMI, ^TO I (f0, f1).

pOLOVIM DLQ UDOBSTWA ν_k = λ_k(φ) l λk. sRAZU ZAMETIM, ^TO DLQ L@BOGO k WYPOLNENO NERAWENSTWO

jν_{k+1} l ν_kj < ln L + jIj. (2.5)

oTMETIM, ^TO ESLI POSTROENA KONE^NAQ ^ASTX POSLEDOWATELXNOSTI ω(φ), A IMENNO ω0, . . . , ωnk1, TO OPREDELENY λ_k(φ) I ν_k DLQ 1 ˇ k ˇ n, A TAKVE φ_k :=^¯f_k[ω](φ).

mY OPI[EM ALGORITM POSTROENIQ POSLEDOWATELXNOSTI ω(φ), KOTORYJ NA KAVDOM [AGE ISPOLXZUET ZNA^ENIE FUNKCIJ ν_k.

dOPUSTIM, ^TO POSTROEN OTREZOK ω0 . . . ω_{kk1}.

eSLI ν_k ˘ 0, TO POLOVIM ω_k = 1 W SLU^AE φ_k 2 W^k I ω_k = 0 W SLU^AE φ_k 2 S^1 l W^k. eSLI ν_k < 0, TO POLOVIM ω_k = 1 W SLU^AE φ_k 2 W^+ I ω_k = 0 W SLU^AE φ_k 2 S^1 l W^+. —LEMENT ω_k OPREDELEN; POWTORQEM PROCEDURU, UWELI^IW k NA EDINICU. pOKAVEM, ^TO PRI “TOM POSTROENII MY POLU^IM POSLEDOWATELXNOSTX ω0 . . . ω_k . . . , DLQ KOTOROJ WELI^INA jν_kj NE BUDET PREWOSHODITX C = 2s(ln L + jIj).

pREDLOVENIE 2.2. eSLI jν_kj ˘ s(ln L + jIj), TO jν_{k+s}j < jν_kj.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX ν_k ˘ s(ln L + jIj) (SLU^AJ ν_k ˇ ls(ln L + jIj) RASSMATRIWAETSQ ANALOGI^NO). tOGDA W SILU (2.5) ν_{k+l} > 0 DLQ L@BOGO l: 0 < l ˇ s.

sREDI “LEMENTOW ω_k, ω_{k+1}, . . . , ω_{k+sk1} OBQZATELXNO NAJDETSQ HOTQ BY ODNA 1. dEJSTWITELXNO, ESLI WSE ONI RAWNY 0, TO φ_{k+l} = f0(φ_{k+lk1}) DLQ L@BOGO l: 0 < l ˇ s. oTOBRAVENIE f0 BLIZKO K POWOROTU NA b, PO“TOMU NAJDETSQ TAKOE t < s, ^TO φ_{k+t} 2 W^k, I PO NA[EMU ALGORITMU MY DOLVNY WYBRATX ω_{k+t} = 1. pROTIWORE^IE.

zAMETIM, ^TO DLQ L@BOGO l: 0 < l ˇ s ESLI ω_{k+l} = 1, TO λ_{k+l+1} UMENX[ITSQ PO SRAWNENI@ S

λ_{k+l} NE MENX[E ^EM NA ln(alδ) (POSKOLXKU OTOBRAVENIE f_1 SVIMAET DUGU W^k), A ESLI ω_{k+l} = 0,

TO λ_{k+l+1} NE MOVET UWELI^ITXSQ PO SRAWNENI@ S λ_{k+l} BOLX[E ^EM NA j ln(1 l δ)j. pOSKOLXKU HOTQ BY ODIN “LEMENT ω_{k+l}, 0 < l ˇ s, RAWEN 1, TO λ_{k+s} ˇ λ_k l μ. nO OTREZOK I (2.4) WYBRAN TAK, ^TO μ > jλsj, PO“TOMU ν_{k+s} = λ_{k+s} l (k + s)λ < λ_k l kλ = ν_k. pREDLOVENIE 2.2 DOKAZANO.

iZ PREDLOVENIQ 2.2 I (2.5) TEPERX SLEDUET, ^TO jν_kj ˇ 2s(ln L + jIj). dEJSTWITELXNO, ESLI NA[LOSX TAKOE k, ^TO jν_kj > 2s(ln L+jIj), TO IZ (2.5) SLEDUET, ^TO jν_{kks}j > s(ln L+jIj), NO TOGDA PO PREDLOVENI@ 2.2 jν_{kks}j > jν_kj > 2s(ln L + jIj). iNDUKTIWNO POLU^AEM, ^TO ESLI k l ms > 0 DLQ NEKOTOROGO m 2 N, TO jν_{kkms}j > jν_kj > 2s(ln L + jIj). nO ZAWEDOMO jν_lj ˇ s(ln L + jIj) PRI jlj ˇ s. pROTIWORE^IE. lEMMA 2.3 DOKAZANA.

pEREJDEM TEPERX SOBSTWENNO K DOKAZATELXSTWU SWOJSTWA (ii) W TEOREME 1. zAFIKSIRUEM λ 2 I I POSTROIM TO^KU (ω^�, φ), IME@]U@ PLOTNU@ W Σ^2 � S^1 ORBITU S POKAZATELEM lQPUNOWA WDOLX OKRUVNOSTI, RAWNYM λ.

pUSTX fCᾱ_i � Jig — S^ETNAQ BAZA TOPOLOGII PROSTRANSTWA Σ^2 � S^1. pO LEMME 2.2 DLQ MNOVESTWA Cᾱ_i �Ji NAJDETSQ TAKOJ OTREZOK γ̄i, ^TO ESLI POSLEDOWATELXNOSTX ω 2 Σ^2 SODERVIT γ̄i, TO DLQ L@BOGO φ 2 S^1 ORBITA TO^KI (ω, φ) POD DEJSTWIEM F (1.1) PROHODIT ^EREZ Cᾱ_i � Ji. oBOZNA^IM DLINU OTREZKA γ̄i ^EREZ ki.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

8 gorodeckij, ilxq–enko

wYBEREM NEKOTORU@ POSLEDOWATELXNOSTX fnig, i ˘ 0, TAK, ^TOBY

(i + 2)C + (k_1 + k_2 + . . . + k_{i+1})(ln L + jIj) n_i < 1 i , (2.6)

GDE C — KONSTANTA IZ LEMMY 2.3. oPREDELIM TAKVE POSLEDOWATELXNOSTX fNig: N0 = n0,

N_l = N_{lk1} + k_l + n_l.

zAFIKSIRUEM TO^KU φ 2 S^1 I POSTROIM PRAWU@ ^ASTX POSLEDOWATELXNOSTI ω^� INDUKTIWNYM OBRAZOM. w KA^ESTWE BAZY INDUKCII RASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX ω(φ), UDOWLETWORQ@]U@ TREBOWANIQM LEMMY 2.3, I WOZXMEM PERWYE EE n0 “LEMENTOW W KA^ESTWE “LEMENTOW ω^�. iTAK, OTREZOK ω^�_0 . . . ω^�_{N0k1} POSTROEN.

–AG INDUKCII. pUSTX POSTROENA POSLEDOWATELXNOSTX ω^�_0 . . . ω^�_{Nik1}. dOPI[EM K NEJ OTRE-

ZOK γ̄i+1. rASSMOTRIM TO^KU φ_{Ni+ki+1} =^¯f_{Ni+ki+1} [ω^�](φ) I POSLEDOWATELXNOSTX ω(φ_{Ni+ki+1} ), UDOWLETWORQ@]U@ TREBOWANIQM LEMMY 2.3. wOZXMEM PERWYE EE ni+1 “LEMENTOW W KA^ESTWE SLE- DU@]IH ni+1 “LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI ω^�. pOSLEDOWATELXNOSTX ω^�_0 . . . ω^�_{Ni+1k1} POSTROENA.

pOKAVEM, ^TO POSTROENNAQ TAKIM OBRAZOM POSLEDOWATELXNOSTX ISKOMAQ. kAK I WY[E, POLOVIM ν_l = (λ_l(φ) l lλ). pO (2.5), DOPISYWAQ K POSLEDOWATELXNOSTI ω^�_0 . . . ω^�_{Nik1} OTREZOK γ̄i+1, MY UWELI^IWAEM jνN_i j NE BOLEE ^EM NA ki+1(ln L + jIj): jν_lj < jνN_i j + ki+1(ln L + jIj) PRI

N_i ˇ l ˇ N_i + k_{i+1}. dOPISYWAQ ZATEM L@BOJ OTREZOK POSLEDOWATELXNOSTI ω(φ_{Nki+ki+1} ), MY UWE-

LI^IWAEM jν_{Ni+ki+1} j NE BOLEE ^EM NA C PO LEMME 2.3. sLEDOWATELXNO, PRI Ni ˇ l ˇ Ni+ki+1+ni+1 jν_lj ˇ jνN_i j+ki+1(ln L+jIj)+C ˇ (i+2)C +(k1 +k2 +. . .+ki+1)(ln L+jIj). pOSLEDNEE NERAWENSTWO POLU^AETSQ INDUKCIEJ PO i. zAMETIM, ^TO PRI NA[EM PREDPOLOVENII l > ni. sLEDOWATELXNO, W SILU (2.6) jν_lj/l <^1_i , T.E. POKAZATELX lQPUNOWA DLQ POLOVITELXNOJ POLUTRAEKTORII ORBITY ω^� RAWEN λ.

lEWAQ ^ASTX POSLEDOWATELXNOSTI ω^� STROITSQ ANALOGI^NO.

2.6. pLOTNOSTX. kAK UKAZYWALOSX WY[E, OTKRYTYE MNOVESTWA WIDA C_α � J, GDE C_α =

= �_ω j_{ωj = αj, j} 2 fl_{n, . . . , n} l_1g� I_{J —} DUGA OKRUVNOSTI_{S1,} OBRAZU@T BAZU TOPOLOGII

PROSTRANSTWA Σ^2 � S^1. eSLI ORBITA POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 Σ^2 POD DEJSTWIEM SDWIGA bERNULLI σ PLOTNA W Σ^2, TO ONA SODERVIT L@BOJ NAPERED ZADANNYJ OTREZOK IZ 0 I 1. pO“TOMU SWOJSTWO (iii) TEOREMY 1 NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ LEMMY 2.2.

3. lokalxno tipi~nye swojstwa mqgkih slu~ajnyh dinami~eskih sistem

w “TOM RAZDELE RASSMATRIWA@TSQ MQGKIE KOSYE PROIZWEDENIQ

G: Σ^2 � S^1 ! Σ^2 � S^1, (ω, φ) 7! (σω, f_ω(φ)). (3.1)

dLQ NIH DOKAZYWAETSQ LOKALXNAQ TIPI^NOSTX SWOJSTW, ANALOGI^NYH SWOJSTWAM STUPEN^ATYH SISTEM (SM. P. 2.1). sHEMA DOKAZATELXSTWA DLQ MQGKIH SISTEM — TA VE, ^TO I DLQ TIPI^NYH: ^TOBY POLU^ITX PROIZWEDENIE OTOBRAVENIJ f_σi_ω S NUVNYMI SWOJSTWAMI, POSLEDOWATELXNOSTX ω STROITSQ INDUKTIWNO: K UVE NAPISANNOMU EE OTREZKU DOPISYWA@TSQ SPRAWA I SLEWA NULI I EDINICY. tRUDNOSTX SOSTOIT W TOM, ^TO NIKAKOJ KONE^NYJ OTREZOK POSLEDOWATELXNOSTI ω

NE POZWOLQET TO^NO OPREDELITX OTOBRAVENIE f_σi_ω; “TO OTOBRAVENIE ZAWISIT TEPERX NE OT

ODNOGO “LEMENTA I DAVE NE OT DLINNOGO OTREZKA, A OT WSEJ POSLEDOWATELXNOSTI W CELOM.

—TA TRUDNOSTX OBHODITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. eSLI OTREZOK^¯β = βkm . . . βmk1 POSLEDOWA- TELXNOSTI ω FIKSIROWAN I DOSTATO^NO DLINEN, TO L@BYE DWE POSLEDOWATELXNOSTI ω, ω^0 S “TIM

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 9 OTREZKOM “KSPONENCIALXNO BLIZKI. iZ NERAWENSTWA (1.6) SLEDUET, ^TO TOGDA I OTOBRAVENIQ

f_σi_ω, f_σi_ω0 PRI i ø m BLIZKI. iH RAZLI^IE WNOSIT “KSPONENCIALXNO MALYJ WKLAD W RAZLI^IE

φ-KOMPONENT TO^EK G^m(ω, φ) I G^m(ω^0, φ), PO“TOMU SAMI KOMPONENTY OTLI^A@TSQ NE SLI[KOM SILXNO. —TI SOOBRAVENIQ FORMALIZOWANY W LEMME 3.1 IZ P. 3.2.

3.1. fORMULIROWKA REZULXTATOW.

tEOREMA 2. sU]ESTWU@T TAKIE DIFFEOMORFIZMY g_0, g_1 : S^1 ! S^1 I TAKOJ INTERWAL I æ R, 0 2 I, ^TO DLQ L@BYH C > 1, α > 0 NAJDUTSQ TAKIE OKRESTNOSTI U0(g0), U1(g1), ^TO

WYPOLNENO SLEDU@]EE. pUSTX OTOBRAVENIE G WIDA (3.1) UDOWLETWORQET USLOWIQM

f_ω 2 U_{ω0} DLQ L@BOGO ω 2 Σ^2; (3.2) L = max_{ω2Σ2} max_{φ2S1}]kDf_ω(φ)k, kDf^{k1}_ω (φ)k�; (3.3)

d_C1 (f_ω, f_ω0) ˇ C(d_Σ2 (ω, ω^0))^α (3.4) DLQ L@BYH ω, ω^0 2 Σ^2;

L � 2^{kα} < 1. (3.5)

tOGDA OTOBRAVENIE G OBLADAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI.

(i) pERIODI^ESKIE ORBITY OTOBRAVENIQ G S MULXTIPLIKATOROM WDOLX OKRUVNOSTI, PO MODUL@ BOLX[IM EDINICY, PLOTNY W Σ^2 � S^1. tO VE WYPOLNENO DLQ PERIODI^ESKIH ORBIT S MULXTIPLIKATOROM, PO MODUL@ MENX[IM EDINICY.

(ii) dLQ L@BOGO λ 2 I SU]ESTWUET PLOTNAQ W Σ^2 � S^1 ORBITA S LQPUNOWSKIM POKAZATELEM WDOLX OKRUVNOSTI, RAWNYM λ.

(iii) eSLI ORBITA POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 Σ^2 POD DEJSTWIEM SDWIGA bERNULLI σ PLOTNA W Σ^2, TO DLQ L@BOGO φ 2 S^1 ORBITA TO^KI (ω, φ) POD DEJSTWIEM G PLOTNA W Σ^2 � S^1.

w KA^ESTWE ISKOMYH DIFFEOMORFIZMOW WOZXMEM DIFFEOMORFIZMY g0 I g1, OPREDELENNYE W P. 2.1. w KA^ESTWE OKRESTNOSTEJ U0(g0) I U1(g1) WOZXMEM IH DOSTATO^NO MALYE C^2-OKRESTNOSTI:

d_C2 (f_ω, g_{ω0} ) < δ. (3.6)

wWEDEM OBOZNA^ENIQ_{f̄}

m[ω] = f_σmI1_ω ffi . . . ffi f_{σω} ffi f_ω, f̄_{km}[ω] = f^{k1}_σI_{mω} ffi . . . ffi f^{k1}_σI_{1ω}.

—TO φ-KOMPONENTY TO^EK G^{�m}(ω, φ). pOLOVIM

f̄_0[ω] = id .

3.2. lEMMY O POGRE[NOSTI.

lEMMA 3.1 (O POGRE[NOSTI DLQ KOORDINATY PO SLO@). pUSTX OTOBRAVENIE (3.1) UDOW- LETWORQET TREBOWANIQM (3.3)–(3.6). tOGDA SU]ESTWUET TAKOE K > 0, K = K(L, C, α), NE ZAWISQ]EE OT δ, ^TO DLQ L@BOGO m 2 N NERAWENSTWO

d_Σ2 (ω, ω^0) ˇ 2^{km} (3.7) WLE^ET d_C0 (f̄_{�m}[ω], f̄_{�m}[ω^0]) ˇ γ := Kδ^β, (3.8) GDE β = 1 l^{ln L}_{ln 2}α .

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

10 gorodeckij, ilxq–enko dOKAZATELXSTWO. dOKAVEM LEMMU DLQ^¯f_m; DOKAZATELXSTWO DLQ^¯f_{km} SOWER[ENNO ANALO- GI^NO. dLQ UDOBSTWA SSYLOK W RAZD. 4 RAZOBXEM DOKAZATELXSTWO NA DWA [AGA.

–AG 1. nA^NEM S NERAWENSTWA, SPRAWEDLIWOGO DLQ PROIZWOLXNYH DIFFEOMORFIZMOW OKRUV-

NOSTI NA SEBQ, UDOWLETWORQ@]IH SLEDU@]IM TREBOWANIQM:

kDhk ˇ L DLQ h = f, g, f^{k1}, g^{k1};

jf(φ) l g(ψ)j ˇ Ljφ l ψj + dC (f, g); (3.9) ANALOGI^NOE NERAWENSTWO SPRAWEDLIWO DLQ OBRATNYH OTOBRAVENIJ. pOLOVIM

δ_l = d_C0 (f̄_l[ω], f̄_l[ω^0]). (3.10)

o^EWIDNO, δ0 = 0. iZ NERAWENSTWA (3.7) SLEDUET

d_Σ2 (σ^lω, σ^lω^0) ˇ 2^{km+l}.

iZ USLOWIQ (3.4) POLU^AEM TEPERX

d_C0 (f_σl_ω, f_σl_ω0) ˇ C � 2^{(km+l)α}. (3.11)

nERAWENSTWO (3.9) WLE^ET

δ_{l+1} ˇ Lδ_l + C � 2^{(km+l)α}.

nAJDEM ^LENY REKURRENTNOJ POSLEDOWATELXNOSTI, UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQM

x_{l+1} = Lx_l + C � 2^{(km+l)α}, x_0 = 0.

o^EWIDNO, x_l ˘ δ_l. iMEEM

x_l = C � 2^{kmα}

2^{lα} l L^l 2^α l L

. (3.12)

wOZXMEM k TAK, ^TO C � 2^{(km+k)α} ˇ 2δ ˇ C � 2^{(km+k+1)α}. (3.13) tOGDA δ_k ˇ C 2^{(km+k)α} 2^α l Lˇ 2δ 2^α l L . –AG 2. zAMETIM, ^TO IZ (3.6) SLEDUET, ^TO max fω,ω0jω0=ω0g d_C0 (f_ω, f_ω0) ˇ 2δ. (3.14)

~LENY POSLEDOWATELXNOSTI POSLE δ_k UDOBNO OCENIWATX IZ NERAWENSTWA

δ_{l+1} ˇ Lδ_l + 2δ. (3.15)

oNO SLEDUET IZ (3.14) I (3.9). nAJDEM ^LEN REKURRENTNOJ POSLEDOWATELXNOSTI fy_lg, UDOWLETWO- RQ@]EJ USLOWIQM

y_{k+i+1} = Ly_{k+i} + 2δ, y_k = 2δ 2^α l L . iMEEM

y_{k+i} = 2δ 1 l L^{+ C(L, α)δLi, C(L, α) =} 2(2^α l 1) (2^α l L)(L l 1)

. (3.16)

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 11 w SILU PRAWOGO NERAWENSTWA (3.13)

2^{(mkk)α} ˇ 2^α C 2δ , L^{mkk}ˇ `_{2α C} 2δ ´_{ln L/α ln 2 .}

tOGDA y_m ˇ C(L, α)δL^{mkk} ˇ C(L, α)δ `_{2α C} 2δ ´_{ln L/α ln 2 = K(L, α, C)δβ .} lEMMA DOKAZANA.

lEMMA 3.2 (O POGRE[NOSTI DLQ LQPUNOWSKIH POKAZATELEJ). pUSTX OTOBRAVENIE G (3.1) UDOWLETWORQET TREBOWANIQM (3.3)–(3.6) I, KROME TOGO, OTOBRAVENIQ f_ω I f^{k1}_ω DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY PO φ, PRI^EM WTORAQ PROIZWODNAQ OGRANI^ENA RAWNOMERNO PO ω:

fi_{D2φf �1ω} fi_{< T .}

tOGDA NAJDETSQ TAKOE R > 0, NE ZAWISQ]EE OT δ, ^TO DLQ L@BOGO m 2 N NERAWENSTWO (3.7) WLE^ET fi

fi_{ln}¯_f^0_{�m[ω](φ)} l_{ln}¯_f^0_{�m[ω}^0_{](φ)}fi ˇ_{Rδ}^β_,

GDE β = 1 l^{ln L}_{ln 2α} , δ — KONSTANTA IZ (3.6).

dOKAZATELXSTWO. nAM NUVNO OCENITX SWERHU

Z_m := filn f̄^0_m[ω](φ) l ln f̄^0_m[ω^0](φ)fi.

pOLOVIM DLQ KRATKOSTI

z_l := fif^0_σl_ω(f̄_l[ω](φ)) l f^0_σl_ω0(f̄_l[ω^0](φ))fi. (3.17)

wOSPOLXZUEMSQ NERAWENSTWOM, SPRAWEDLIWYM DLQ WSEH 0 < w1 < w2: j ln w1 l ln w2j ˇ^{w2kw1}_{w1} . pOLU^IM

Z_mˇ

mk1X l=0 fi_{ln f 0σlω(f̄ 0l [ω](φ))} l_{ln f 0σlω0(f̄ 0l [ω0](φ))}fi ˇ_L^{mk1}X l=0 z_l. w SILU OCENKI (3.9), PRIMENENNOJ K f = f^0_{σlω}, g = f^0_{σlω0}, POLU^AEM, ISPOLXZUQ OBOZNA^ENIQ (3.17) I (3.10), z_l ˇ T δ_l + d_C1 (f_σl_ω, f_σl_ω0). zDESX T — TO VE, ^TO I W USLOWII LEMMY. wYBEREM k TAK, ^TO WYPOLNENO (3.13). rAZOBXEM SUMMU W OCENKE DLQ Zm NA DWE P^k_{l=0} z_l I P^{mk1}_{l=k+1} z_l. oCENIM PERWU@ SUMMU, ISPOLXZUQ (3.11): kX l=0 z_lˇ kX l=0 (T δ_l + C � 2^{(km+l)α}) ˇ C � 2^{kmα} kX l=0 T 2^{lα} l L^l 2^α l L

+ 2^{lα} ! = = R_0(C, T, α, L) � 2^{(km+k)α} ˇ R_1(C, T, α, L)δ. dLQ OCENKI WTOROJ SUMMY ISPOLXZUEM NERAWENSTWA z_l ˇ T δ_l +2δ, δ_l ˇ C(L, α)δL^l PRI k < l < m (SM. (3.16)) I m l k ˇ C1 +^{ln δI1}_{ln 2}α (SM. (3.13)). pOLU^IM

mk1X l=k+1 z_lˇ

mk1X l=k+1 (T δ_l + 2δ)ˇ

mk1X l=k+1 (C(L, α)δL^{lkk} + 2δ) ˇ R_2(C, L, α)δ^β + R_3δ ln(δ^{k1}).

w ITOGE POLU^AEM, ^TO Zm ˇ Rδ^β.

aNALOGI^NAQ OCENKA DLQ OBRATNYH OTOBRAVENIJ DOKAZYWAETSQ TO^NO TAK VE.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

12 gorodeckij, ilxq–enko

3.3. lEMMA O RAZDELENII TO^EK NA SLOE. pUSTX β̄ = β_{km} . . . β_{mk1}. wOSPOLXZUEMSQ

LEMMOJ O POGRE[NOSTI, ^TOBY OCENITX, KAK SILXNO OTSTOQT DRUG OT DRUGA OBRAZY TO^KI φ 2 S^1 POD DEJSTWIEM OTOBRAVENIJ^¯f_{�l}[ω], ω 2 C¯_β. dLQ “TOGO OPREDELIM MNOVESTWA V�[^¯β](φ) = = ff�m[ω](φ)jω 2 C¯_βg.

lEMMA 3.1 UTWERVDAET, ^TO diam V�[^¯β](φ) ˇ Kδ^β NEZAWISIMO OT DLINY OTREZKA^¯β. eSLI ZADAN OTREZOK^¯β = β_{kl} . . . β0 . . . β_{lk1}, TO POLOVIM g_l = C_{βIl...β0...βlI1} . dLQ FIKSIROWANNOGO OTREZKA^¯β OPREDELIM MNOVESTWA V_l(φ) I V_{kl}(φ): V_{�l}(φ) = f^¯f_{�l}[ω](φ) j ω 2 g_lg. bUDEM S^ITATX, ^TO δ NASTOLXKO MALO (^TO DOSTIGAETSQ WYBOROM W KA^ESTWE U0 I U1 DOSTATO^NO MALYH OKRESTNOSTEJ OTOBRAVENIJ g0 I g1), ^TO γ = Kδ^β <^b_{40} . tOGDA PO LEMME 3.1 O POGRE[NOSTI

diam V_{�l}(φ) < γ < b 40 . (3.18)

zAMETIM TAKVE, ^TO SU]ESTWU@T TAKIE DUGI W^+, W^k æ S^1, jW^�j ˘^1_4 l δ, ^TO DLQ L@BOJ PO- SLEDOWATELXNOSTI ω S ω0 = 1 OTOBRAVENIE fω DUGU W^+ RASTQGIWAET (A IMENNO jf^0_ωj_W +j > a l δ), A DUGU W^k SVIMAET (A IMENNO jf^0_ωj_W Ij < a^{k1} + δ).

nAKONEC, OPREDELIM MNOVESTWA

P = fp — ATTRAKTOR OTOBRAVENIQ fω j ω 2 Σ^2, ω0 = 1g, Q = fq — REPELLER OTOBRAVENIQ fω j ω 2 Σ^2, ω0 = 1g.

iH RAZMERY diam P I diam Q IME@T WELI^INU PORQDKA δ, PO“TOMU, OPQTX VE WYBRAW δ DOSTATO^NO MALYM, MOVNO S^ITATX, ^TO diam P < γ I diam Q < γ.

w OSTALXNOJ ^ASTI RAZD. 3 MY RASSMATRIWAEM OTOBRAVENIE G (3.1), UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQM (3.3)–(3.6) W PREDPOLOVENII, ^TO KONSTANTA δ MALA PO SRAWNENI@ S ln a I b.

lEMMA 3.3. pUSTX ᾱ = α_{kn} . . . α_{nk1} — PROIZWOLXNYJ OTREZOK, φ_1, φ_2 2 S^1 — PROIZWOLX- NYE TO^KI. tOGDA SU]ESTWUET TAKOJ OTREZOK β̄_m = β_{km} . . . β_{mk1}, C¯_β æ C_ᾱ, ^TO

d_S1 (V_�[β̄](φ_1), V_�[β̄](φ_2)) ˘ 2b. (3.19)

zDESX POD RASSTOQNIEM MEVDU DWUMQ MNOVESTWAMI NA OKRUVNOSTI PODRAZUMEWAETSQ DLINA MINIMALXNOJ DUGI, SOEDINQ@]EJ TO^KI “TIH MNOVESTW. kONSTANTA δ S^ITAETSQ NASTOLXKO MALOJ, NASKOLXKO “TO PONADOBITSQ W DOKAZATELXSTWE.

dOKAZATELXSTWO LEMMY 3.3. pOSLEDOWATELXNOSTX^¯β_l = β_{kl} . . . β_{lk1} BUDEM STROITX IN- DUKTIWNO, POLAGAQ l ˘ n,^¯βn = ᾱ I DOPISYWAQ NA KAVDOM [AGE K OTREZKU^¯β_l PO ODNOMU ZNAKU S KAVDOJ STORONY. –AG INDUKCII OPREDELQETSQ OPISANNYM NIVE ALGORITMOM; KOGDA ALGORITM OSTANAWLIWAETSQ, POSTROENIE ZAKAN^IWAETSQ. aLGORITM SOSTOIT IZ DWUH [AGOW.

–AG 1. pOLOVIM M_{�l} = min_{ω2Cβ̄} l ]_{f̄�l[ω](φ1), f̄�l[ω](φ2)}�_.

pROWERIM WYPOLNENIE SLEDU@]IH USLOWIJ:

M_l > 3b, (A1) M_{kl} > 3b. (A2)

eSLI OBA USLOWIQ WYPOLNENY, TO ALGORITM OSTANAWLIWAETSQ; NIVE MY DOKAVEM, ^TO POLU^EN- NYJ PRI “TOM OTREZOK^¯βm (m = l) ISKOMYJ. eSLI HOTQ BY ODNO IZ USLOWIJ (A1), (A2) NARU[ENO, PEREHODIM K [AGU 2.

–AG 2. pOLOVIM W_{�l} = V_�[β̄_l](φ_1) [ V_�[β̄_l](φ_2).

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 13

pROWERIM WYPOLNENIE SLEDU@]IH USLOWIJ:

W_l æ W^+, (B1) W_{kl} æ W^k. (B2)

eSLI USLOWIE (B1) (SOOTWETSTWENNO (B2)) WYPOLNENO, POLOVIM β_l = 1; INA^E β_l = 0 (SOOT- WETSTWENNO β_{k(l+1)} = 1; INA^E β_{k(l+1)} = 0). oTREZOK^¯β_{l+1} POSTROEN; WOZWRA]AEMSQ K [AGU 1, UWELI^IW l NA 1.

pREDLOVENIE 3.1. oTREZOK^¯β_m, POSTROENNYJ W MOMENT OSTANOWKI ALGORITMA, UDOW- LETWORQET TREBOWANIQM LEMMY 3.3.

dOKAZATELXSTWO. pO USLOWI@ OTREZOK^¯β_m UDOWLETWORQET USLOWIQM (A1), (A2). dOKAVEM, ^TO IZ NIH SLEDUET NERAWENSTWO (3.19) DLQ V+ I Vk SOOTWETSTWENNO. rASSMOTRIM TOLXKO SLU^AJ V+; SLU^AJ Vk ANALOGI^EN.

uSLOWIQ LEMMY 3.3 WLEKUT USLOWIQ LEMMY 3.1 (O POGRE[NOSTI). pO“TOMU

diam V_+[β̄_m]φ_j ˇ Kδ^β, j = 1, 2.

iZ USLOWIQ (A1) SLEDUET, ^TO MNOVESTWA V+[^¯βm]φj SODERVAT PO TO^KE, RASSTOQNIE MEVDU KOTORYMI BOLX[E 3b. sLEDOWATELXNO, RASSTOQNIE MEVDU SAMIMI MNOVESTWAMI NE MENX[E ^EM 3b l 2Kδ^β ˘ 2b. —TO DOKAZYWAET (3.19).

pREDLOVENIE 3.2. oPISANNYJ WY[E ALGORITM OSTANAWLIWAETSQ ZA KONE^NOE ^ISLO [AGOW.

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM PROTIWNOE. tOGDA RASTU]AQ POSLEDOWATELXNOSTX OTREZ- KOW^¯β_l OPREDELQET POSLEDOWATELXNOSTX ω, ISSLEDOWANIE KOTOROJ PRIWEDET NAS K PROTIWORE^I@. iTAK, PUSTX^¯β_l — POSTROENNYE WY[E OTREZKI, ω = “ l˘n C¯_{βl} . pOLOVIM_{φ�}

jl = f̄_{�l}[ω](φ_j), j = 1, 2,

δ^�_l = d_S1 (φ^�_{1l}, φ^�_{2l}).

iZ OPREDELENIQ POSLEDOWATELXNOSTI ω SLEDUET, ^TO φ^�_{jl} 2 V�[^¯β_l](φj ). pO“TOMU

δ^�_l l 2Kδ^β ˇ M_{�l} ˇ δ^�_l .

pOLOVIM E]E

W^�_l = V_�[β̄_l](φ_1) [ V_�[β̄_l](φ_2), d^�_l = diam W^�_l .

pREDLOVENIE 3.3. sU]ESTWUET TAKOE m, ^TO δ^�_m >^1_{16} .

pREDLOVENIE 3.2 SLEDUET IZ PREDLOVENIQ 3.3, POSKOLXKU DLQ TAKOGO m M�m > 3b; ALGORITM OSTANAWLIWAETSQ — PROTIWORE^IE. iSSLEDUEM TOLXKO POSLEDOWATELXNOSTI δ^+_m; POSLEDOWATELX- NOSTI S MINUSOM ISSLEDU@TSQ ANALOGI^NO.

dOKAZATELXSTWO PREDLOVENIQ 3.3. pUSTX s — TO VE, ^TO I W (2.4). oTOBRAVENIE f_σl_ω PRI ω_l = 0 PEREWODIT KAVDU@ TO^KU φ NA DUGU [φ + b l δ, φ + b + δ], a KAVDU@ DUGU DLINY λ PEREWODIT W DUGU DLINY λ^0 2 ((1lδ)λ, (1+δ)λ). oTOBRAVENIE f_σl_ω PRI ω_l = 1 PEREWODIT KAVDU@ DUGU DLINY λ, PRINADLEVA]U@ W^+, W DUGU DLINY λ^0: λ^0 2 ((a l δ)λ, (a + δ)λ). oTMETIM, ^TO ESLI ω_l = 1, TO PO POSTROENI@ OBE TO^KI φ^+_{1l}, φ^+_{2l} LEVAT NA W^+.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

14 gorodeckij, ilxq–enko

oTS@DA SLEDUET, ^TO ESLI δ_l <^1_8 (T.E. POLOWINY DLINY DUGI W^+), TO W POSLEDOWATELXNO- STI ω POSLE ω_l NE MOVET STOQTX s NULEJ PODRQD. dEJSTWITELXNO, PRIMENENIE s OTOBRAVENIJ, δ-BLIZKIH K POWOROTU NA b, K MENX[EJ IZ DUG (φ^+_{1l}, φ^+_{2l}) PEREWODIT EE NA DUGU W^+ MENEE ^EM ZA s [AGOW, POSLE ^EGO SOOTWETSTWU@]IJ “LEMENT POSLEDOWATELXNOSTI ω DOLVEN BYTX EDINICEJ, A NE NULEM. sLEDOWATELXNO,

δ^+_{l+s} > (a l δ)(1 l δ)^sδ^+_l PRI δ^+_l < 1 8 . (3.20)

zNA^IT, W POSLEDOWATELXNOSTI (δ^+_n ) DOLVEN BYTX “LEMENT δ^+_n ˘^1_8 . dOKAVEM, ^TO

δ^+_k > 1 16 DLQ WSEH k > n. (3.21)

pREDPOLOVIM PROTIWNOE. pUSTX SU]ESTWUET δ^+_k ˇ^1_{16} , k > n. pUSTX δ^+_t — POSLEDNIJ “LEMENT POSLEDOWATELXNOSTI MEVDU δ^+_n I δ^+_k , NE MENX[IJ^1_8 . tOGDA k l t < s + 1 W SILU (3.20):

δ^+_{t+s+1} > (a l δ)(1 l δ)^sδ_{t+1} ˘ (a l δ)(1 l δ)^{s+1}δ_t > 1 8 . pREDPOLOVENIE k l t ˘ s + 1 PROTIWORE^IT WYBORU δ^+_t . pO TEM VE SOOBRAVENIQM SREDI “LEMENTOW δ^+_l , t + 1 ˇ l ˇ k, NET 1. nO TOGDA δ_k ˘ (1 l δ)^{s+2 1}_8 >^1_{16} — PROTIWORE^IE. nERAWENSTWO (3.21) DOKAZANO. aNALOGI^NO SU]ESTWUET TAKOE n^0, ^TO δ^k >^1_{16} DLQ WSEH k > n^0. —TO DOKAZYWAET PREDLOVENIE 3.3, A S NIM I LEMMU 3.3.

3.4. iSKAVENIE DUG. dLQ MQGKOJ SISTEMY OTOBRAVENIE f̄_m[ω] NE OPREDELQETSQ KONE^-

NYM NABOROM “LEMENTOW ω0 . . . ωmk1 POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 Σ^2, KAK “TO BYLO W SLU^AE STUPEN^ATYH SISTEM, A ZAWISIT OT WSEJ POSLEDOWATELXNOSTI ω. pO“TOMU, NESMOTRQ NA SHODSTWO FORMULIROWOK, UTWERVDENIE LEMMY 3.4 SILXNEE, ^EM LEMMY 2.1.

lEMMA 3.4 (ANALOG LEMMY 2.1). pUSTX ZADANY OTREZOK ᾱ = α_{kn} . . . α_{k1}α_0 . . . α_{nk1} (IZ 0 I 1) I DUGA J æ S^1. tOGDA NAJDUTSQ TAKIE OTREZKI β̄ = β_{km} . . . β_0 . . . β_{mk1}, β̄^0 = β^0_{km}0 . . . β^0 . . . β^0_m0_{k1} I β̄^{00} = β^{00}_{km}00 . . . β^{00}_0 . . . β^{00}_m00_{k1} IZ 0 I 1, ^TO β_i = β^0_i = β^{00}_i = α_i PRI ln ˇ i ˇ n l 1 I WYPOLNENO SLEDU@]EE:

1) ESLI ω 2 C¯_β, TO f̄_m[ω](J) æ W^k æ f̄_{km}[ω](J), PRI^EM

fi_{(f̄m[ω])0}j_J fi_{< 1,} fi_{(f̄km[ω])0}j_{(f̄Im[ω])I1(W I)}fi_{> 1;}

2) ESLI ω^0 2 C¯_β0, TO f̄_{km}0[ω^0](J) æ W^+ æ f̄_m0[ω^0](J), PRI^EM

fi_{(f̄km0[ω0])0}j_J fi_{< 1,} fi_{(f̄m0[ω0])0}j_{(f̄m0 [ω0])I1(W +)}fi_{> 1;}

3) ESLI ω^{00} 2 C¯_β00, TO S^1 l W^k æ f̄_m00[ω^{00}](J), S^1 l W^+ æ f̄_{km}00[ω^{00}](J).

dOKAZATELXSTWO. pOSTROIM OTREZOK^¯β, UDOWLETWORQ@]IJ SWOJSTWU 1). pUSTX s — TO VE, ^TO I W (2.4). oBOZNA^IM KONCY DUGI J ^EREZ φ1 I φ2. pO LEMME 3.3 O RAZDELENII NAJDETSQ TAKOJ OTREZOK^¯β1 = β_{kk1} . . . β0 . . . β_{k1k1}, g_{k1} æ gn, ^TO RASSTOQNIE MEVDU MNOVESTWAMI V_{k1} (φ1) I V_{k1} (φ2), A TAKVE MEVDU MNOVESTWAMI V_{kk1} (φ1) I V_{kk1} (φ2) NE MENX[E 2b.

pRI l ˘ k1 OBOZNA^IM ^EREZ X_{kl} INTERWAL MEVDU V_{kl}(φ1) I V_{kl}(φ2), SODERVA]IJSQ W OBRAZAH DUGI J POD DEJSTWIEM^¯f_{kl}[ω], ω 2 g_l (T.E. X_{kl} = T_{ω2gl}^¯f_{kl}[ω](J) ), A ^EREZ Y_l INTERWAL MEVDU

V_l(φ_1) I V_l(φ_2), SODERVA]IJSQ W OBRAZAH DUGI S^1 l J̄ POD DEJSTWIEM f̄_l[ω].

pOSTROIM TAKOJ OTREZOK^¯β2 = β_{kk2} . . . β0 . . . β_{k2k1}, g_{k2} æ g_{k1} , ^TO Q æ Y_{k2} I P æ X_{kk2} . dLQ “TOGO RASSMOTRIM SLEDU@]U@ PROCEDURU INDUKTIWNOGO POSTROENIQ MNOVESTW g_l.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 15

mNOVESTWO g_{k1} ZADANO.

pREDPOLOVIM, ^TO POSTROENO MNOVESTWO g_l. pROWERIM WYPOLNENIE SLEDU@]IH USLOWIJ:

Q æ Y_l, (C1) P æ X_{kl}. (C2)

eSLI OBA USLOWIQ WYPOLNENY, TO POSTROENIE ZAKON^ENO, INA^E OPREDELIM β_l I β_{klk1} SLEDU@]IM OBRAZOM. eSLI USLOWIE (C1) WYPOLNENO, TO POLOVIM β_l = 1, INA^E β_l = 0. eSLI USLOWIE (C2) WYPOLNENO, TO POLOVIM β_{klk1} = 1, INA^E β_{klk1} = 0. pOWTORQEM PROCEDURU POSTROENIQ, UWELI^IW l NA EDINICU.

pOKAVEM, ^TO “TO POSTROENIE ZAKON^ITSQ NA KONE^NOM [AGE.

pREDLOVENIE 3.4. eSLI USLOWIE (C1) ILI (C2) OKAZALOSX WYPOLNENNYM NA NEKOTOROM [AGE, TO ONO BUDET OSTAWATXSQ WYPOLNENNYM DO OKON^ANIQ POSTROENIQ.

dOKAZATELXSTWO. eSLI Q æ Y_l I POSTROENIE NE ZAKON^ENO, TO β_l = 1 I DLQ L@BOGO ω 2 2 g_{l+1} OTOBRAVENIE f_σl_ω ESTX OTOBRAVENIE mORSA–sMEJLA S REPELLEROM, LEVA]IM NA DUGE Y_l I, SLEDOWATELXNO, NA DUGE^¯f_l[ω](S^1l^¯J). nO TOGDA^¯f_l[ω](S^1l^¯J) æ f_σl_ωffi^¯f_l[ω](S^1l^¯J) =^¯f_{l+1}[ω](S^1l^¯J). pOSKOLXKU “TO WYPOLNENO DLQ L@BOGO ω 2 g_{l+1}, A Y_l = T_{ω2gl}^¯f_l[ω](S^1 l^¯J), TO Y_l æ Y_{l+1}. nO TOGDA Q æ Y_l æ Y_{l+1} I USLOWIE (C1) PRODOLVAET WYPOLNQTXSQ. aNALOGI^NO DLQ USLOWIQ (C2).

pREDLOVENIE 3.5. kAVDOE IZ USLOWIJ (C1) I (C2) OKAVETSQ WYPOLNENNYM NA NEKOTO- ROM [AGE NA[EGO POSTROENIQ.

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM OT PROTIWNOGO, ^TO USLOWIE (C1) NIKOGDA NE OKAVETSQ WYPOLNENNYM. tOGDA PROCEDURA POSTROENIQ NIKOGDA NE ZAKON^ITSQ I TEM SAMYM OPREDELIT NEKOTORU@ POSLEDOWATELXNOSTX ω 2 C_{β1} , PRI^EM ω_l = 0 PRI l ˘ k1. tOGDA OTOBRAVENIQ

f̄_l[ω] BLIZKI K POWOROTU NA b PRI l > k_1. pRI “TOM POSKOLXKU k_1 BYLO WYBRANO TAK, ^TO

RASSTOQNIE MEVDU V_{k1} (φ1) I V_{k1} (φ2) NE MENX[E 2b, TO j^¯f_{k1} [ω](S^1 l^¯J)j ˘ 2b. nO TOGDA ODNA IZ DUG^¯f_{k1} [ω](S^1 l^¯J), . . . ,^¯f_{k1+s}[ω](S^1 l^¯J) CELIKOM NAKROET MNOVESTWO Q, PRI^EM TAK, ^TO RASSTOQNIE OT Q DO EE KONCOW BUDET BOLX[E γ. pUSTX “TO DUGA^¯f_{k1+t}[ω](S^1 l^¯J). mNOVESTWA

V_{k1+t}(φ_1) I V_{k1+t}(φ_2) NAHODQTSQ W γ-OKRESTNOSTQH KONCOW “TOJ DUGI PO LEMME 3.1 O POGRE[NOSTI.

pO“TOMU Q æ Y_{k1+t}, T.E. USLOWIE (C1) OKAVETSQ WYPOLNENNYM. pOLU^ILI PROTIWORE^IE, ^TO DOKAZYWAET PREDLOVENIE 3.5 DLQ USLOWIQ (C1). dLQ USLOWIQ (C2) PREDLOVENIE DOKAZYWAETSQ ANALOGI^NO.

iZ PREDLOVENIJ 3.4 I 3.5 SLEDUET, ^TO INDUKTIWNOE POSTROENIE ZAKON^ITSQ NA NEKOTOROM [AGE k2; PRI “TOM BUDET POSTROEN OTREZOK^¯β2 = β_{kk2} . . . β0 . . . β_{k2k1}, DLQ KOTOROGO WYPOLNENY USLOWIQ (C1) I (C2) PRI l = k2.

dALEE, NAJDETSQ TAKOJ OTREZOK^¯β3, C¯_{β3} æ C¯_{β2} , ^TO DLQ L@BOGO ω 2 C¯_{β3} WYPOLNENY WKL@^E- NIQ^¯f_{k3} [ω](J) æ W^k æ^¯f_{kk3}[ω](J). dEJSTWITELXNO, RASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX ω^� 2 C¯_{β2} , KOTORAQ POLU^AETSQ IZ OTREZKA^¯β2 PRIPISYWANIEM BESKONE^NOGO ^ISLA EDINIC S OBEIH STORON. pOSKOLXKU ω^� 2 C¯_{β2} , TO Q æ^¯f_{k2} [ω^�](S^1 l^¯J), P æ^¯f_{kk2} [ω^�](J). nO TOGDA DLQ NEKOTOROGO k3 ˘ k2 BUDUT WYPOLNENY WKL@^ENIQ^¯f_{k3} [ω^�](J) æ W^k æ^¯f_{kk3} [ω^�](J), PRI^EM MOVNO S^ITATX, ^TO KON- CY DUGI W^k OTSTOQT OT KONCOW DUG^¯f_{k3} [ω^�](J) I^¯f_{kk3} [ω^�](J) BOLX[E ^EM NA γ. nO TOGDA PO LEM- ME 3.1 O POGRE[NOSTI DLQ L@BOGO ω 2 C¯_{β3} , GDE^¯β3 ESTX OTREZOK^¯β2 S DOPISANNYMI K NEMU (k3 lk2) EDINICAMI SPRAWA I SLEWA, BUDUT WYPOLNENY WKL@^ENIQ^¯f_{k3} [ω](J) æ W^k æ^¯f_{kk3} [ω](J). i, NAKO- NEC, PRI NEOBHODIMOSTI DOPISYWAQ K^¯β3 SPRAWA I SLEWA E]E NEKOTOROE KOLI^ESTWO EDINIC, PO- STROIM OTREZOK^¯β, DLQ KOTOROGO BUDUT WYPOLNENY E]E I USLOWIQ NA PROIZWODNYE (fi^¯f^0_m[ω]jJ fi < 1, fi_{f̄ 0km[ω]}j_{f̄I1}

Im^{(W} I^)

fi_{> 1).} dEJSTWITELXNO_, “TO PRQMO SLEDUET IZ TOGO_, ^TO L@BOE OTOBRAVENIE_{f k1ω}

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

16 gorodeckij, ilxq–enko

PRI ω0 = 1 NA DUGE W^+ SVIMAET, A L@BOE OTOBRAVENIE fω PRI ω0 = 1 NA DUGE W^+ RASTQGIWAET, PRI^EM KO“FFICIENTY SVATIQ I RASTQVENIQ (RAWNOMERNO PO ω) OTDELENY OT 1.

oTREZKI^¯β^0 I^¯β^{00} STROQTSQ ANALOGI^NO.

3.5. pERIODI^ESKIE ORBITY. dOKAZATELXSTWO SWOJSTWA (i) W TEOREME 2 DOSLOWNO POWTO-

RQET DOKAZATELXSTWO SWOJSTWA (i) W TEOREME 1 (P. 2.3) (WMESTO LEMMY 2.1 NADO WOSPOLXZOWATXSQ LEMMOJ 3.4).

3.6. oTREZKI PLOTNOSTI.

lEMMA 3.5 (ANALOG LEMMY 2.2). pUSTX ZADANY OTREZOK ᾱ = α_{kn} . . . α_{k1}α_0 . . . α_{nk1} (IZ 0 I 1) I DUGA J æ S^1. nAJDETSQ TAKOJ KONE^NYJ OTREZOK γ̄ = γ_0γ_1 . . . γ_l IZ 0 I 1, ^TO ESLI POSLEDOWATELXNOSTX ω 2 Σ^2 SODERVIT OTREZOK γ̄, TO DLQ L@BOJ TO^KI φ 2 S^1 ORBITA TO^KI (ω, φ) 2 Σ^2 � S^1 POD DEJSTWIEM OTOBRAVENIQ G PERESEKAET MNOVESTWO C_ᾱ � J æ Σ^2 � S^1.

dOKAZATELXSTWO LEMMY 3.5 DOSLOWNO POWTORQET DOKAZATELXSTWO LEMMY 2.2 (WMESTO LEM- MY 2.1 NADO WOSPOLXZOWATXSQ LEMMOJ 3.4).

3.7. pOKAZATELI lQPUNOWA. tAK VE KAK W P. 2.5, ESLI ZADANY TO^KA φ 2 S^1 I POSLEDO-

WATELXNOSTX ω 2 Σ^2, TO PRI n 2 N POLOVIM

λ_n(φ) = ln jf̄^0_n(φ)j =

nk1X i=0 ln jf^0_{ωi} (^¯fi(φ))j, λkn(φ) = ln j^¯f^0_{kn}(φ)j = l^{nk1} X i=0 ln jf^0_{ωIi} (^¯fki(φ))j.

eSLI NAM BUDET NUVNO POD^ERKNUTX ZAWISIMOSTX λ�n(φ) OT ω, BUDEM PISATX λ�n[ω](φ).

lEMMA 3.6 (ANALOG LEMMY 2.3). sU]ESTWUET TAKAQ KONSTANTA C > 0, ^TO WYPOLNENO SLEDU@]EE. dLQ L@BOGO OTREZKA ᾱ = α_{kn} . . . α_0 . . . α_{nk1}, L@BOJ TO^KI φ 2 S^1 I L@BOGO

λ 2 I NAJDETSQ TAKAQ POSLEDOWATELXNOSTX ω(φ) 2 Cᾱ, ^TO DLQ L@BOGO k ˘ n WYPOLNENY

NERAWENSTWA jλ_k(φ) l λ_n(φ) l (k l n)λj < C, jλ_{kk}(φ) l λ_{kn}(φ) + (k l n)λj < C.

dOKAZATELXSTWO. oBOZNA^IM DLQ UDOBSTWA

ν_{k,n}[ω] = λ_k[ω](φ) l λ_n[ω](φ) l (k l n)λ, ν_{kk,kn}[ω] = λ_{kk}[ω](φ) l λ_{kn}[ω](φ) + (k l n)λ.

pOSLEDOWATELXNOSTX^¯β_k = β_{kk} . . . β_{kk1} BUDEM STROITX INDUKTIWNO, POLAGAQ k ˘ n,^¯βn = ᾱ I DOPISYWAQ NA KAVDOM [AGE K OTREZKU^¯β_k PO ODNOMU ZNAKU S KAVDOJ STORONY. kAK OBY^NO, OBOZNA^IM g_k = C¯_{βk} . zADANO gn = Cᾱ. pREDPOLOVIM, ^TO POSTROENO g_k.

eSLI DLQ NEKOTOROGO ω^� 2 g_k WYPOLNENO NERAWENSTWO ν_{k,n}[ω^�] > 0, TO POLOVIM ω_k = 1, ESLI

V_k(φ) æ W^k, I ω_k = 0 W PROTIWNOM SLU^AE.

eSLI DLQ WSEH POSLEDOWATELXNOSTEJ IZ g_k WYPOLNENO NERAWENSTWO ν_{k,n} ˇ 0, TO POLOVIM

ω_k = 1, ESLI V_k(φ) æ W^+, I ω_k = 0 W PROTIWNOM SLU^AE.

eSLI DLQ NEKOTOROGO ω^� 2 g_k WYPOLNENO NERAWENSTWO ν_{kk,kn}[ω^�] > 0, TO POLOVIM ω_{kkk1} = 1, ESLI V_{kk}(φ) æ W^+, I ω_{kkk1} = 0 W PROTIWNOM SLU^AE.

eSLI DLQ WSEH POSLEDOWATELXNOSTEJ IZ g_k WYPOLNENO NERAWENSTWO ν_{kk,kn} ˇ 0, TO POLOVIM

ω_{kkk1} = 1, ESLI V_{kk}(φ) æ W^k, I ω_{kkk1} = 0 W PROTIWNOM SLU^AE.

pOSTROENO MNOVESTWO g_{k+1}. pOWTORQEM PROCEDURU POSTROENIQ, UWELI^IW k NA EDINICU. pOKAVEM, ^TO DLQ POLU^ENNOJ W REZULXTATE “TOGO POSTROENIQ POSLEDOWATELXNOSTI ω(φ) WELI^INA jν_{k,n}j NE BUDET PREWOSHODITX C = 2s(ln L + jIj), GDE OTREZOK I — TOT VE, ^TO I W (2.4). (nERAWENSTWO jν_{kk,kn}j < C PROWERQETSQ ANALOGI^NO.) zAMETIM, ^TO

jν_{k+1,n} l ν_{k,n}j < (ln L + jIj). (3.22)

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 17

pREDLOVENIE 3.6. eSLI jν_{k,n}j ˘ s(ln L + jIj), TO jν_{k+s,n}j < jν_{k,n}j.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX ν_{k,n} ˘ s(ln L + jIj) (SLU^AJ ν_{k,n} ˇ ls(ln L + jIj) RASSMATRIWAETSQ ANALOGI^NO). tOGDA IZ (3.22) SLEDUET, ^TO ν_{k+l} > 0 DLQ L@BOGO l: 0 < l ˇ s.

sREDI “LEMENTOW ω_k, ω_{k+1}, . . . , ω_{k+sk1} OBQZATELXNO NAJDETSQ HOTQ BY ODNA 1. dEJSTWITELXNO, ESLI WSE ONI RAWNY 0, TO OTOBRAVENIQ f_σkI1_ω, f_σk_ω, . . . , f_σk+sI2_ω BLIZKI K POWOROTU NA b. tOGDA NAJDETSQ TAKOE t < s, ^TO TO^KA^¯f_{k+t}[ω](φ) LEVIT NA DUGE W^k I OTSTOIT OT EE KONCOW NE MENX[E ^EM NA γ. nO TOGDA V_{k+t}(φ) æ W^k. zAMETIM TAKVE, ^TO PO LEMME 3.2 O POGRE[NOSTI DLQ POKAZATELEJ lQPUNOWA ZNA^ENIQ λ_{k+t}[ω](φ) I λ_{k+t}[ω^0](φ) PRI ω, ω^0 2 g_k MALO RAZLI^A@TSQ, PO“TOMU WELI^INY ν_{k+t}[ω] I ν_{k+t}[ω^0] DLQ L@BOGO ω^0 2 g_k IME@T ODINAKOWYJ ZNAK. sLEDOWATELXNO, PO NA[EMU ALGORITMU MY DOLVNY WYBRATX ω_{k+t} = 1. pROTIWORE^IE. oSTAW[A- QSQ ^ASTX DOKAZATELXSTWA PREDLOVENIQ PARALLELXNA SOOTWETSTWU@]EJ ^ASTI DOKAZATELXSTWA PREDLOVENIQ 2.2.

iZ PREDLOVENIQ 3.6 I (3.22) TEPERX SLEDUET LEMMA 3.6 TO^NO TAK VE, KAK IZ PREDLOVENIQ 2.2 I (2.5) SLEDOWALA LEMMA 2.3.

dOKAZATELXSTWO SWOJSTWA (ii) W TEOREME 2 TEPERX MOVET BYTX POLU^ENO S POMO]X@ O^E- WIDNYH MODIFIKACIJ IZ DOKAZATELXSTWA SWOJSTWA (ii) W TEOREME 1 (P. 2.5). a IMENNO WMESTO LEMMY 2.2 NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ LEMMOJ 3.5, A WMESTO LEMMY 2.3 ISPOLXZOWATX LEMMU 3.6. pRI “TOM POSTROENIE ISKOMOJ POSLEDOWATELXNOSTI NUVNO PROWODITX INDUKTIWNO ODNOWREMENNO W OBE STORONY; LEMMA 3.2 O POGRE[NOSTI DLQ LQPUNOWSKIH POKAZATELEJ POZWOLQET BEZ SU]ESTWEN- NYH IZMENENIJ ISPOLXZOWATX DOKAZATELXSTWO TOGO, ^TO POSTROENNAQ POSLEDOWATELXNOSTX OBLA- DAET NUVNYMI SWOJSTWAMI.

3.8. pLOTNOSTX. sWOJSTWO (iii) W TEOREME 2 NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ LEMMY 3.5 TAK

VE, KAK W SLU^AE STUPEN^ATYH SISTEM SWOJSTWO (iii) W TEOREME 1 SLEDOWALO IZ LEMMY 2.2.

4. periodi~eskie to~ki mqgkih kosyh proizwedenij nad solenoidom

w “TOM RAZDELE STROQTSQ PLOTNYE MNOVESTWA PERIODI^ESKIH TO^EK RAZNYH INDEKSOW DLQ KOSYH PROIZWEDENIJ NAD SOLENOIDOM. nA^NEM S GLADKOGO SLU^AQ.

4.1. gLADKIE KOSYE PROIZWEDENIQ NAD SOLENOIDOM I IH WOZMU]ENIQ. pUSTX T —

POLNOTORIE: T = S^1 � D, S^1 = R/Z, D = fz 2 C j jzj ˇ 2g. oBOZNA^IM ^EREZ S OTOBRAVENIE SOLENOIDA S : T ! T, (s, z) 7! `_{2s, 1} 3 z + exp 2πis ´_.

mAKSIMALXNYJ ATTRAKTOR “TOGO OTOBRAVENIQ I ESTX SOLENOID sMEJLA–wILXQMSA; OBOZNA^IM EGO ^EREZ Λ.

rASSMOTRIM TEPERX GLADKOE KOSOE PROIZWEDENIE NAD POLNOTORIEM S OTOBRAVENIEM SOLENO- IDA W BAZE

H : T � S^1 ! T � S^1, (x, φ) 7! (S(x), f_x(φ)), x 2 T, φ 2 S^1. (4.1)

mAKSIMALXNYJ ATTRAKTOR OTOBRAVENIQ H Δ = “ k˘0 H^k(T � S^1)

2 trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

18 gorodeckij, ilxq–enko

IMEET WID Δ = Λ � S^1. oGRANI^ENIE G = HjΔ — “TO KOSOE PROIZWEDENIE NAD SOLENOIDOM:

G: Λ � S^1 ! Λ � S^1, (x, φ) 7! (S(x), f_x(φ)), x 2 Λ, φ 2 S^1.

oPI[EM REZULXTATY O GLADKIH WOZMU]ENIQH DIFFEOMORFIZMA H I SHODNYH S NIM KOSYH PROIZWEDENIJ, POLU^ENNYE PERWYM AWTOROM. oNI OTNOSQTSQ K GIPERBOLI^ESKOJ TEORII I BUDUT PREDMETOM SLEDU@]EJ STATXI. zDESX “TI REZULXTATY PRIWODQTSQ, ^TOBY MOTIWIROWATX OGRANI^ENIQ, NALAGAEMYE NA IZU^AEMYE NIVE KOSYE PROIZWEDENIQ.

mALOE GLADKOE WOZMU]ENIE H DIFFEOMORFIZMA H (SM. (4.1)) PRI OPREDELENNYH OGRA- NI^ENIQH NA PROIZWODNYE OTOBRAVENIJ fx PO x I φ IMEET MAKSIMALXNYJ ATTRAKTOR ΔH, GOMEOMORFNYJ Δ. gOMEOMORFIZM h: Δ ! ΔH MOVET BYTX WYBRAN TAK, ^TO

h SOHRANQET KOORDINATU φ;

h SOPRQGAET OGRANI^ENIE HjΔ_H S OTOBRAVENIEM

G̃ : Λ � S^1 ! Λ � S^1, (x, φ) 7! (S(x), f̃_x(φ)), x 2 Λ, φ 2 S^1. (4.2)

—TI FAKTY OTNOSQTSQ K IZWESTNYM REZULXTATAM GIPERBOLI^ESKOJ TEORII. nOWYM QWLQETSQ TOT FAKT, ^TO OTOBRAVENIE^~fx GËLXDEROWYM OBRAZOM ZAWISIT OT x. —TO OB˙QSNQETSQ SLEDU@- ]IM.

oBRAZ SLOQ fxg � S^1 POD DEJSTWIEM GOMEOMORFIZMA h QWLQETSQ WLOVENNOJ OKRUVNOSTX@ I MOVET BYTX ZADAN KAK GRAFIK OTOBRAVENIQ

φ_x : S^1 ! T, φ 7! (ψ_x(φ), φ).

oKAZYWAETSQ, OTOBRAVENIE ψx GËLXDEROWYM OBRAZOM ZAWISIT OT x KAK “LEMENT PROSTRAN-

STWA C^1 I IMEET RAWNOMERNO OGRANI^ENNYE PO x 2 Λ WTORYE PROIZWODNYE. w ^ASTNOSTI,

SU]ESTWU@T TAKIE POLOVITELXNYE C1 I α1, ^TO

d_C1_{(S}1_{,T )}(ψ_x, ψ_y) ˇ C_1(d_T (x, y))^{α1} , x, y 2 Λ.

pUSTX π : Δ = Λ � S^1 ! S^1 — PROEKTIROWANIE NA SLOJ WDOLX BAZY Λ. tOGDA

f̃_x(φ) = π ffi H(ψ_x(φ), φ).

iZ GLADKOSTI OTOBRAVENIQ H SLEDUET TEPERX

d_C1_{(S}1_{,S}1_)(f̃_x, f̃_y) ˇ C_2(d_T (x, y))^{α1} , x, y 2 Λ; jD^2_φf_xj < C_3. (4.3)

4.2. pERIODI^ESKIE TO^KI RAZNYH INDEKSOW: OSNOWNOJ REZULXTAT. rASSMOTRIM

PROSTRANSTWO G OTOBRAVENIJ (4.2), UDOWLETWORQ@]IH OGRANI^ENI@ (4.3), S OB]IMI DLQ WSEH OTOBRAVENIJ KONSTANTAMI C2, C3, α. wWEDEM NA NEM METRIKU

d(G, G̃) = max_{x2Λ} d_C1_{(S}1_{,S}1_)(f_x, f̃_x).

tAK OPREDELENNOE PROSTRANSTWO ZAWISIT OT WYBORA C2, C3, α, NO FORMULIRUEMYE NIVE REZULX- TATY NE ZAWISQT.

tEOREMA 3. w PROSTRANSTWE G OTOBRAVENIJ (4.2) S WWEDENNOJ WY[E METRIKOJ SU- ]ESTWUET TAKOE OTKRYTOE MNOVESTWO, ^TO DLQ WSEH OTOBRAVENIJ IZ “TOGO MNOVESTWA PERIODI^ESKIE ORBITY S MULXTIPLIKATOROM PO OKRUVNOSTI, BOLX[IM EDINICY, PLOTNY W

Λ � S^1. tO VE WYPOLNENO DLQ PERIODI^ESKIH ORBIT S MULXTIPLIKATOROM PO OKRUVNOSTI,

MENX[IM EDINICY.

—TA TEOREMA DOKAZYWAETSQ W OSTALXNOJ ^ASTI RAZDELA.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 19

4.3. pO^TI STUPEN^ATYE KOSYE PROIZWEDENIQ NAD SOLENOIDOM I IH WOZMU]ENIQ.

pUSTX g1 — TO VE OTOBRAVENIE, ^TO I W P. 2.1. oBOZNA^IM ^EREZ g2 POWOROT x ! x + b. kONSTANTY ln a I b WYBIRA@TSQ NASTOLXKO MALYMI, NASKOLXKO “TO PONADOBITSQ W DALXNEJ[EM. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE G^0 WIDA (4.2), W KOTOROM

f̃_x = g_1 PRI x = (s, z) 2 Λ_1 := æ_{(s, z)} 2 Λ fi fi^5_8 ˇ s < 1 œ_,

f̃_x = g_0 = g^{k1}_1 ffi g_2 PRI x = (s, z) 2 Λ_0 := æ_{(s, z)} 2 Λ fi fi^1_8 ˇ s <^1_2 œ_. (4.4)

pREDPOLOVIM, ^TO PRI OSTALXNYH x 2 T OTOBRAVENIE^~fx GLADKO ZAWISIT OT x, PRI^EM jD^~fxj ˇ a, jD^~f^{k1}_x j ˇ a.

tAK POSTROENNOE OTOBRAVENIE G^0 (W WYBORE KOTOROGO OSTAETSQ BOLX[OJ PROIZWOL; MY FIKSIRUEM ODNO TAKOE OTOBRAVENIE) NAZYWAETSQ “PO^TI STUPEN^ATYM”. nEWOZMOVNO MODIFI- CIROWATX EGO TAK, ^TOBY OTOBRAVENIE^~fx SOWPADALO BY LIBO S g1, LIBO S g0 NA WSEM SOLENOIDE: OTOBRAVENIE^~fx NEPRERYWNO ZAWISIT OT x, A SOLENOID SWQZEN. s “TIM SWQZANA DOPOLNITELXNAQ TRUDNOSTX PRI IZU^ENII KOSYH PROIZWEDENIJ NAD SOLENOIDOM.

oTKRYTOE MNOVESTWO, O KOTOROM GOWORITSQ W TEOREME 3, MOVET BYTX WYBRANO W WIDE

U = fG 2 G j d_C2 (G, G^0) ˇ λg,

GDE λ, MALOE PO SRAWNENI@ S ln a I b, WYBIRAETSQ NIVE. iMENNO DLQ TAKIH OTOBRAVENIJ G I BUDUT NAJDENY PLOTNYE MNOVESTWA PERIODI^ESKIH TO^EK, PRITQGIWA@]IH I OTTALKIWA@]IH NA SLOE.

zAME^ANIE. oTOBRAVENIE G^0 MOVNO WYBRATX TAK, ^TOBY ONO GLADKO PRODOLVALOSX DO OTOBRAVENIQ H WIDA (4.1), UDOWLETWORQ@]EGO TREBOWANI@ (4.3). eSLI KONSTANTY ln a I b DOSTATO^NO MALY, TO OTOBRAVENIE H MOVNO POSTROITX TAK, ^TO EGO MALYE WOZMU]ENIQ BUDUT IMETX INWARIANTNYE MNOVESTWA, OPISANNYE W P. 4.1. pOKAZATELX gËLXDERA W NERAWENSTWE (4.3) RASTET S UBYWANIEM ln a I b. oGRANI^ENIQ WOZMU]ENNYH OTOBRAVENIJ NA IH ATTRAKTORY BUDUT OTOBRAVENIQMI IZ MNOVESTWA U. tEM SAMYM DOKAZATELXSTWO TEOREMY 3 DLQ “TOGO MNOVESTWA DAET INFORMACI@ O GRUBYH SWOJSTWAH ATTRAKTOROW GLADKIH OTOBRAVENIJ. dRUGIMI METODAMI “TI SWOJSTWA BYLI POLU^ENY W [4].

4.4. “sOLENOIDALXNYE” KOSYE PROIZWEDENIQ NAD SDWIGOM bERNULLI. kAK IZ-

WESTNO, OTOBRAVENIE SOLENOIDA POLUSOPRQVENO SO SDWIGOM bERNULLI. a IMENNO OBOZNA^IM ^EREZ Σ^2_0 MNOVESTWO WSEH POSLEDOWATELXNOSTEJ IZ Σ^2, W KOTORYH 0 WSTRE^AETSQ PRAWEE L@BOGO “LEMENTA. sU]ESTWUET GËLXDEROWO WZAIMNO ODNOZNA^NOE OTOBRAVENIE Ψ: Σ^2_0 ! Λ TAKOE, ^TO S ffiΨ = Ψffiσ. oTOBRAVENIE Ψ OBRATNO “OTOBRAVENI@ SUDXBY” Φ: Λ ! Σ^2_0 (KOTOROE NE QWLQETSQ GËLXDEROWYM!):

Φ(x) = ω, ω_n = j PRI S^n(x) 2

æ_j 2 ˇ s(x) <^j_2 +^1_2 œ_.

pOLOVIM Φ(Λj) = Ωj, GDE

Ω_0 = fω 2 Σ^2_0 j 001 ˇ ω_0ω_1ω_2 ˇ 011g, Ω_1 = fω 2 Σ^2_0 j 101 ˇ ω_0ω_1ω_2 ˇ 111g (4.5)

(UPORQDO^ENIE LEKSIKOGRAFI^ESKOE).

oBOZNA^IM ^EREZ W KLASS OTOBRAVENIJ

F : Σ^2_0 � S^1 ! Σ^2_0 � S^1, F (ω, φ) = (σω, f_ω(φ)), ω 2 Σ^2_0, φ 2 S^1, (4.6)

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231 2*

20 gorodeckij, ilxq–enko W KOTORYE PEREJDUT OTOBRAVENIQ KLASSA U PRI OTOBRAVENII (ω, φ) ! (Ψ(ω), φ). eSLI OTOBRA- VENIE^~G 2 U IMEET WID (4.2), TO SOOTWETSTWU@]EE OTOBRAVENIE F IMEET WID (4.6), PRI^EM

f_ω = f̃_x, GDE x = Ψ(ω).

oTS@DA POLU^AEM

d_C1 (f_ω, f_ω0) ˇ C(d_Σ2 (ω, ω^0))^α, jD^2_φf_ωj < C (4.7)

DLQ NEKOTORYH POLOVITELXNYH C, α,

d_C1 (f_ω, g_j ) ˇ λ PRI ω 2 Ω_j. (4.8)

pUSTX TEPERX PO ANALOGII S (3.3)

L = max_Λ ]kDf_ω(φ)k, kDf^{k1}_ω (φ)k�. (4.9)

wYBIRAQ ln a I b DOSTATO^NO MALYMI, MOVNO DOBITXSQ TOGO, ^TOBY WSE OTOBRAVENIQ^~fx DLQ G^0, A ZNA^IT I DLQ WSEH^~G 2 U, BYLI C^1-BLIZKI K TOVDESTWENNOMU. a IMENNO, L W (4.9) BUDET NASTOLXKO BLIZKO K 1, ^TO L � 2^{kα} < 1, (4.10) GDE α — POKAZATELX gËLXDERA IZ NERAWENSTWA (4.7). fIKSIRUEM δ, MALOE PO SRAWNENI@ S ln a I b; TREBOWANIQ NA MALOSTX δ NALAGA@TSQ NIVE. ~ISLO λ W OPREDELENII MNOVESTWA U MOVNO WYBRATX STOLX MALYM PO SRAWNENI@ S δ, ^TOBY OTOBRAVENIQ fω UDOWLETWORQLI SLEDU@]EMU TREBOWANI@:

d_C1 (f_ω ffi f_ω0, g_2) ˇ δ PRI ω 2 Ω_1, ω^0 2 Ω_0. (4.11)

zAME^ANIE. iZ (4.8) PRI λ ø δ SLEDUET, ^TO

d_C1 (f_ω, f_ω0) < δ PRI (ω, ω^0) 2 Ω_0 � Ω_0 [ Ω_1 � Ω_1. (4.12)

—TO OSLABLENIE NERAWENSTWA (4.8) BUDET INOGDA ISPOLXZOWATXSQ WMESTO NEGO.

mY MOVEM TEPERX SFORMULIROWATX USILENIE TEOREMY 3.

tEOREMA 4. pUSTX OTOBRAVENIE (4.6) UDOWLETWORQET USLOWIQM (4.7)–(4.11). tOGDA ONO IMEET PLOTNOE MNOVESTWO PERIODI^ESKIH TO^EK S MULXTIPLIKATOROM WDOLX OKRUVNOSTI, BOLX[IM 1. tO VE WYPOLNENO DLQ PERIODI^ESKIH TO^EK S MULXTIPLIKATOROM, MENX[IM 1.

tEOREMA 4 SILXNEE TEOREMY 3, POSKOLXKU KLASS RASSMOTRENNYH W NEJ OTOBRAVENIJ [IRE, ^EM MNOVESTWO OTOBRAVENIJ, INDUCIROWANNYH IZ KLASSA U. dOKAZATELXSTWU “TOJ TEOREMY POSWQ]ENY P. 4.5–4.8.

4.5. wTORAQ LEMMA O RAZBEGANII.

oPREDELENIE 4.1. nAZOWEM OTREZOK POSLEDOWATELXNOSTI^¯β = β_{kn} . . . β_{nk1} RU^NYM, ESLI

β_{nk1} = 1 I DOSTATO^NO DALEKO OT NULEWOJ POZICII NE WSTRE^AETSQ DWUH NULEJ PODRQD; TO^NEE,

β_iβ_{i+1} 6= 00 PRI i > n 2 , i + 1 < l n 2 . dLQ L@BOGO OTREZKA^¯β = βkm . . . βmk1 POLOVIM g¯_β = C¯_{β01} [ C¯_{β10} [ C¯_{β11}, (4.13) GDE_{β̄ij = β} km . . . β_{mk1}ij. trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 21

—KWIWALENTNOE OPREDELENIE. oTREZOK^¯β = β_{km} . . . β_{mk1} RU^NOJ, ESLI DLQ L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 g¯_β

σ^iω 2 Ω_{ωi} PRI i > n 2 , i < l n 2 , GDE Ωj OPREDELENY W (4.5).

dLQ RU^NOGO OTREZKA^¯β I L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 g¯_β OTOBRAVENIQ f_σi_ω PRI i >^n_2 , i < l^n_2 HORO[O KONTROLIRU@TSQ: ONI BLIZKI K OTOBRAVENIQM gω_i . pRI jij <^n_2 OTOBRAVENIQ f_σi_ω PRAKTI^ESKI NEIZWESTNY. nO DLQ L@BYH DWUH POSLEDOWATELXNOSTEJ ω, ω^0 2 g¯_β POSLEDOWATELX- NOSTI σ^iω, σ^iω^0 PRI jij <^n_2 BLIZKI. pO“TOMU BLIZKI OTOBRAVENIQ f_σi_ω, f_σi_ω0. sLEDOWATELXNO, KAK I DLQ SISTEM NAD PODKOWOJ, WKLADY “TIH OTOBRAVENIJ W SUPERPOZICII^¯f�m[ω] I^¯f�m[ω^0] OTLI^A@TSQ STOLX MALO, ^TO “TIM RAZLI^IEM MOVNO W OPREDELENNOM SMYSLE PRENEBRE^X.

—TI SOOBRAVENIQ FORMALIZOWANY W SLEDU@]IH TREH LEMMAH, IZ KOTORYH PERWAQ QWLQETSQ OSNOWNOJ.

lEMMA 4.1. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE (4.6), UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQM (4.7), (4.9),

(4.10), (4.12). pUSTX β̄ = β_{km} . . . β_{mk1} — RU^NOJ OTREZOK, PRI^EM m > m_0(α, L, C). tOGDA DLQ L@BYH DWUH POSLEDOWATELXNOSTEJ ω, ω^0 2 g¯_β WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

d_C0 (f̄_{�m}[ω], f̄_{�m}[ω^0]) ˇ Kδ^β.

zDESX β = 1 l^{ln L}_{ln 2}α , K = K(α, L, C) — KONSTANTA, NE ZAWISQ]AQ OT δ.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM OCENKU DLQ^¯f_m. oCENKA DLQ^¯f_{km} DOKAZYWAETSQ ANALOGI^NO, TOLXKO PRO]E. lEMMA DOKAZYWAETSQ PO TOMU VE PLANU (PO^TI DOSLOWNO), KAK I LEMMA 3.1. dOPOLNITELXNAQ TRUDNOSTX SOSTOIT W TOM, ^TO SOOTNO[ENIE (3.2), WYRAVA@]EE BLIZOSTX SISTEMY K STUPEN^ATOJ, ZAMENQETSQ BOLEE SLABYM NERAWENSTWOM (4.8).

oTMETIM, ^TO NERAWENSTWO (3.6) SLEDUET IZ PRINADLEVNOSTI ω, ω^0 2 g¯_β.

–AG 1 IZ DOKAZATELXSTWA LEMMY 3.1 POWTORQETSQ TEPERX DOSLOWNO, POSKOLXKU TREBOWANIQ (3.3), (3.4), (3.5) SOWPADA@T S (4.9), (4.7), (4.10).

–AG 2. pUSTX, KAK I W DOKAZATELXSTWE LEMMY 3.1,

δ_l = d_C0 (f̄_m[ω], f̄_m[ω^0]),

ω, ω^0 2 g¯_β. ~TOBY OCENIWATX ^LENY POSLEDOWATELXNOSTI δ_i PRI i > k, WOSPOLXZUEMSQ TEM, ^TO

OTREZOK^¯β RU^NOJ, A m WELIKO.

oTOBRAVENIQ f = f_σi_ω I g = f_σi_ω0 IGRA@T ROLX f I g W NERAWENSTWE (3.9). wYBEREM m STOLX BOLX[IM, ^TOBY NERAWENSTWO δ ˇ C � 2^{(km+k+1)α}

WLEKLO k > m/2. dLQ “TOGO DOSTATO^NO WZQTX m > 2 ln C l ln δ α ln 2

+ 2.

iZ OPREDELENIQ RU^NOGO OTREZKA SLEDUET TEPERX, ^TO f I g PRINADLEVAT ODNOWREMENNO LIBO Ω0, LIBO Ω1. nERAWENSTWO (3.9) PRI i > k SLEDUET TEPERX IZ (4.12). dALXNEJ[EE DOKAZATELXSTWO LEMMY 4.1 DOSLOWNO POWTORQET TEPERX [AG 2 DOKAZATELXSTWA LEMMY 3.1.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

22 gorodeckij, ilxq–enko

4.6. wTORAQ LEMMA O RAZDELENII TO^EK. pUSTX g¯_β — MNOVESTWO POSLEDOWATELXNO-

STEJ, ZADAWAEMOE FORMULOJ (4.13). pOLOVIM

V_{�m}[β̄](φ) = ff̄_{�m}[ω](φ) j ω 2 g¯_βg. (4.14)

lEMMA 4.2. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE (4.1), UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQM (4.7)–(4.12). pUSTX δ MALO PO SRAWNENI@ S ln a I b. tREBOWANIQ MALOSTI NA δ NALAGA@TSQ NIVE. pUSTX ᾱ — PROIZWOLXNYJ OTREZOK, φ_1, φ_2 2 S^1 — PROIZWOLXNYE TO^KI. tOGDA SU]ESTWUET TAKOJ OTREZOK β̄ = β_{km} . . . β_{mk1}, C¯_β æ C_ᾱ, ^TO

d_S1 (V_{�m}[β̄](φ_1), V_{�m}[β̄](φ_2)) ˘ 2b. (4.15)

dOPI[EM OTREZOK ᾱ EDINICAMI S OBEIH STORON TAK, ^TOBY NOWYJ OTREZOK STAL RU^NYM. eGO OBOZNA^IM ^EREZ^¯βn = βkn . . . βnk1.

pOSLEDOWATELXNOSTX^¯β_l BUDEM STROITX INDUKTIWNO, NA^INAQ S^¯βn I DOPISYWAQ PO DWA ZNAKA S KAVDOJ STORONY. tO^NEE, OSU]ESTWLQETSQ SLEDU@]IJ ALGORITM. pUSTX OTREZOK^¯β_l UVE POSTROEN. pOLOVIM

g_l = g¯_{βl} , M_{�l} = min_{ω2gl} d_S1 (^¯f_{�l}[ω](φ1),^¯f_{�l}[ω](φ2)).

–AG 1. pROWERIM SLEDU@]IE USLOWIQ:

M_l > 3b, (A1) M_{kl} > 3b. (A2)

eSLI OBA USLOWIQ WYPOLNENY, ALGORITM OSTANAWLIWAETSQ. w PROTIWNOM SLU^AE PEREHODIM K [AGU 2.

–AG 2. pOLOVIM W_{�l} = V_{�l}[β̄_l](φ_1) [ V_{�l}[β̄_l](φ_2).

pROWERIM SLEDU@]IE USLOWIQ:

W_l æ W^+, (B1) W_l æ W^k. (B2)

dOPISYWANIE CIFR K OTREZKU^¯β_l PROIZWODITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: ESLI USLOWIE (B1) WY- POLNENO, TO β_l = β_{l+1} = 1, INA^E β_l = 0, β_{l+1} = 1; ESLI USLOWIE (B2) WYPOLNENO, TO

β_{k(l+1)} = β_{k(l+2)} = 1, INA^E β_{k(l+1)} = 1, β_{k(l+2)} = 0.

pOSLE “TOGO PEREHODIM K [AGU 1. oTMETIM, ^TO NA KAVDOM [AGE ALGORITMA RU^NOJ OTREZOK PREWRA]AETSQ W RU^NOJ. oPISANNYJ ZDESX ALGORITM OSTANAWLIWAETSQ NA KONE^NOM [AGE. wYWEDEM OTS@DA LEMMU O RAZDELENII.

eSLI OBA USLOWIQ (A1), (A2) NA [AGE l WYPOLNENY, TO W KAVDOM IZ MNOVESTW V_{�l}[^¯β_l](φj) MOVNO WYBRATX PO TO^KE TAK, ^TO RASSTOQNIE MEVDU “TIMI TO^KAMI BUDET BOLX[E 3b. C DRUGOJ STORONY, KAK UKAZYWALOSX WY[E, OTREZOK^¯β_l RU^NOJ. pO“TOMU K POSLEDOWATELXNOSTQM ω, ω^0 2 g_l PRIMENIMA WTORAQ LEMMA O RAZBEGANII. sLEDOWATELXNO, DIAMETRY MNOVESTW V_{�l}[^¯β_l](φj) MALY PO SRAWNENI@ S b. oTS@DA SLEDUET (4.15).

zAMETIM TEPERX, ^TO ESLI OTREZOK^¯β_l KON^AETSQ SIMWOLAMI 01 (SOOTWETSTWENNO 11), TO DLQ L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 g_l OTOBRAVENIE f_σlI1_ωf_σlI2_ω BLIZKO K g1 ffi g0 = g2 — “PO^TI POWOROT” (SOOTWETSTWENNO BLIZKO K g1 ffi g1).

dOKAZATELXSTWO OSTANOWKI OPISANNOGO ALGORITMA PROWODITSQ TEPERX TAK VE, KAK W P. 3.3, I MY NE PRIWODIM EGO WO IZBEVANIE POWTORENIJ.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231

nekotorye swojstwa kosyh proizwedenij 23

4.7. e]E RAZ OB ISKAVENII DUG.

lEMMA 4.3. dLQ L@BOGO OTREZKA ᾱ I L@BOJ DUGI J æ S^1 SU]ESTWUET TAKOJ OTREZOK^¯β, PRODOLVA@]IJ α, ^TO DLQ L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 g¯_β

f̄_mJ æ W^k æ f̄_{km}J, (4.16)

fi_{f̄ 0m}j_J fi_{< 1,} fi_{f̄ 0km}j_{f̄I1}

Im^W I

fi_{> 1, (4.17)}

GDE f̄_{�m} = f̄_{�m}[ω].

dOKAZATELXSTWO PO^TI DOSLOWNO POWTORQET DOKAZATELXSTWO LEMMY 3.4 S POPRAWKAMI, PODOBNYMI SDELANNYM W P. 4.6. a IMENNO PUSTX φ1, φ2 — KONCY DUGI J. C ISPOLXZOWANIEM LEMMY 4.2 STROITSQ RU^NOJ OTREZOK^¯β_{k1} , PRODOLVA@]IJ α I TAKOJ, ^TO DLQ^¯β =^¯β_{k1} WYPOLNENO NERAWENSTWO (4.15).

w ALGORITME P. 3.4 DOPISYWANIE NULQ SPRAWA ILI SLEWA ZAMENQETSQ NA DOPISYWANIE 01, A DOPISYWANIE 1 — NA DOPISYWANIE 11. wSE POLU^AEMYE TAKIM OBRAZOM OTREZKI^¯β_l, l ˘ k1, BUDUT RU^NYMI, A OTOBRAVENIQ f_σi_ω PRI ω 2 g_l, i > k1 KONTROLIRUEMYMI, T.E. BLIZKIMI K gω_i . pOSLE “TOGO DOKAZATELXSTWO LEMMY 3.4 POWTORQETSQ PRAKTI^ESKI DOSLOWNO.

4.8. dOKAZATELXSTWO TEOREMY O PERIODI^ESKIH TO^KAH. tEPERX DOKAZATELXSTWO

TEOREMY 4 POWTORQET DOKAZATELXSTWO UTWERVDENIQ (i) TEOREM 1 I 2 I PRIWODITSQ BEZ PODROBNYH DETALEJ. pUSTX Cᾱ � J — OTKRYTOE MNOVESTWO IZ BAZY TOPOLOGII W Σ^2_0 � S^1. nAJDEM PERIODI- ^ESKU@ TO^KU W Cᾱ � J, ORBITA KOTOROJ USTOJ^IWA PO SLO@. pRIMENIM LEMMU 4.3 K OTREZKU ᾱ I DUGE J. pUSTX^¯β — TAKOJ OTREZOK, PRODOLVA@]IJ ᾱ, ^TO DLQ L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI ω 2 g¯_β WYPOLNQ@TSQ SOOTNO[ENIQ (4.16), (4.17). rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX ω^0, PERIODI^ESKU@ S PERIODOM^¯β. tOGDA ω^0 2 g¯_β, POSKOLXKU DWA SAMYH LEWYH ZNAKA ij OTREZKA^¯β, KOTORYE W POSLEDOWATELXNOSTI ω^0 DOPISYWA@TSQ POSLE SAMOGO PRAWOGO ZNAKA TOGO VE OTREZKA, RAWNY 01 ILI 11. sLEDOWATELXNO, DLQ POSLEDOWATELXNOSTI ω^0 WYPOLNENY SOOTNO[ENIQ (4.16), (4.17). pO“TOMU OTOBRAVENIE f =^¯f^{k1}_{km} ffi^¯fm IMEET NEPODWIVNU@ TO^KU y 2 J, PRI^EM f^0(y) < 1; ZDESX^¯f�m =^¯f�m[ω^0]. tO^KA (ω^0, y) ISKOMAQ PERIODI^ESKAQ DLQ OTOBRAVENIQ (4.1). tEOREMA 4, A S NEJ TEOREMA 3 DOKAZANY.

aNALOGI UTWERVDENIJ (ii), (iii) TEOREMY 2 TAKVE SPRAWEDLIWY DLQ KOSYH PROIZWEDENIJ NAD SOLENOIDOM, NO MY NE WKL@^AEM S@DA IH PODROBNOE IZLOVENIE.

spisok literatury

1. gORODECKIJ a.s., iLXQ[ENKO ‘.s. nEKOTORYE NOWYE GRUBYE SWOJSTWA INWARIANTNYH MNOVESTW I

ATTRAKTOROW DINAMI^ESKIH SISTEM // fUNKC. ANALIZ I EGO PRIL. 1999. t. 33, ß 2. s. 16–30.

2. Hirsh M., Pugh C., Shub M. Invariant manifolds. N.Y. etc.: Springer-Verl., 1977. (Lect. Notes Math.; V. 583).

3. Kostelich E.J., Kan Ittai, Grebogi C., Ott E., Yorke J. Unstable dimention variability: A source of nonhyperbolicity chaotic systems // Physica D. 1997. V. 109. P. 81–90.

4. Bonatti C., Diaz L.J. Persistent nonhyperbolic transitive diffeomorphisms // Ann. Math. Ser. 2. 1996. V. 143, N 2. P. 357–396.

trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 2000, T. 231