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§1. Введение

В какой мере поведение типичной динамической системы гиперболично?
Очень многие проблемы в современной теории гладких динамических систем

могут рассматриваться как те или иные варианты этого вопроса. В 60-х годах
было показано, что равномерно гиперболические системы (диффеоморфизмы
Аносова, аксиома А) не плотны в пространстве динамических систем [1]. Стало
необходимым ослабить условие гиперболичности. Появились понятия частич-
ной и (важной для данной работы) неравномерной гиперболичности (теория
Песина [2]). В теории Песина гиперболическое поведение характеризуется нену-
левыми показателями Ляпунова относительно некоторой инвариантной меры.
Наиболее естественный случай — системы с гладкой инвариантной мерой. Этот
случай (в разных аспектах) рассматривается, например, в [3–7]. Однако для
отображений, не обладающих a priori естественной инвариантной мерой, вопрос
о показателях Ляпунова также может быть поставлен.
Инвариантная мера называется хорошей, если она получается из меры Лебега

с помощью процедуры Крылова–Боголюбова.
Проблема 1. Верно ли, что типичная гладкая динамическая система на

компактном римановом многообразии имеет ненулевые показатели Ляпунова
относительно любой хорошей меры?
Эта проблема (в несколько иной формулировке) была поставлена Шубом

и Вилкинсон [6] в связи с вопросом о существовании SRB-мер для типичной
динамической системы и является открытой. Более того, даже после снятия
каких бы то ни было требований на инвариантные меры проблема остается
открытой и содержательной.

Гипотеза 1. В пространстве диффеоморфизмов трехмерного тора суще-
ствует открытое множество, такое, что каждое отображение из этого множе-
ства имеет эргодическую инвариантную меру, один из показателей Ляпунова
которой равен нулю.
Эта гипотеза наводит на мысль, что ответ в поставленной выше проблеме

может быть и отрицательным, хотя гипотеза и проблема весьма далеки друг от
друга.
Мы предполагаем изложить доказательство этой гипотезы в серии статей,

главным автором которых является М. Б. Нальский. Настоящая работа явля-
ется первой статьей в этой серии.

∗Работа всех авторов осуществлена при частичной поддержке грантов CRDF RM1-2358-
MO-02, РФФИ 02-01-00482 и РФФИ 02-01-22002. Исследования второго автора частично под-
держаны грантом NSF 0400945.
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§2. Основные результаты

Основным результатом статьи является следующая теорема.
Рассмотрим сдвиг Бернулли σ : Σ2 → Σ2 на пространстве двусторонних по-

следовательностей из нулей и единиц. Пусть

fj : S1 → S1, j = 0, 1, (1)

— два диффеоморфизма окружности. Пусть M = Σ2 ×S1 . Рассмотрим ступен-
чатое косое произведение

F : M → M, (ω, x) → (σω, fω0(x)). (2)

Мы называем его ступенчатым, потому что отображение в слое зависит только
от нулевого (т. е. стоящего на нулевом месте) знака соответствующей последо-
вательности в базе и тем самым напоминает ступенчатую функцию на Σ2 .

Теорема 1. В пространстве (Diff1(S1))2 пар диффеоморфизмов окружно-
сти с топологией C1 существует открытое подмножество U , такое, что
для каждой пары из U соответствующее косое произведение (2) имеет эрго-
дическую инвариантную меру, для которой показатель Ляпунова вдоль слоя
равен нулю.
Определение показателя Ляпунова вдоль слоя для отображения (2) напоми-

нается в начале §4.
Теорема 1 вытекает из теорем 2 и 3.
Теорема 2. Рассмотрим множество пар отображений (1), таких, что
(i) действие полугруппы G+(f0,f1), порожденной диффеоморфизмами f0, f1,

минимально, т. е. каждая его орбита плотна в S1 ;
(ii) для каждой точки x ∈ S1 существует такое j ∈ {0, 1}, что |f ′

j(x)| > 1;
(iii) найдется диффеоморфизм f ∈G+(f0, f1), имеющий гиперболическую при-

тягивающую периодическую точку.
Тогда для соответствующего косого произведения (2) существует эргоди-

ческая инвариантная мера, для которой показатель Ляпунова вдоль слоя равен
нулю.

Замечание 1. Как следует из анализа доказательств и соображений типа
компактности окружности, условие (ii) может быть ослаблено до следующего:
(ii′) для каждой точки x ∈ S1 существует такой элемент g ∈ G+(f0, f1),

что
|g′(x)| > 1.

Добавление к теореме 2. Мера в теореме 2 может быть выбрана неа-
томарной.

Теорема 3.Существует открытое множество в пространстве (Diff1(S1))2,
все пары из которого обладают свойствами (i), (ii) и (iii).
Предполагается вывести сформулированную выше гипотезу из теоремы 1 по

следующему плану.
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Каждая система F вида (2) из теоремы 1 допускает «гладкую реализацию»
в смысле [10]. А именно, существует гладкое отображение F трехмерного тора
в себя с инвариантным частично гиперболическим множеством Λ, расслоенным
на окружности, обладающее следующим свойством. Ограничение отображения
F на Λ топологически сопряжено F , причем ограничение сопрягающего го-
меоморфизма на центральный слой является гладким отображением. Малое
возмущение отображения F имеет инвариантное множество, гомеоморфное Λ
(см. [8]). В следующей статье, находящейся на стадии подготовки, предполага-
ется доказать, что все отображения из малой окрестности отображения F —
такие, как указано в гипотезе. Заметим, что для полной реализации этой про-
граммы следует взять исходное отображение F класса C2 и рассматривать его
C2 -малую окрестность. В данной работе рассматривается C1 -отображение F и
C1 -окрестность в классе ступенчатых систем.
Этот план существенно опирается на статьи [9–11] и служит продолжением

начатых там исследований.

§3. План статьи

Для доказательства теоремы 2 мы будем строить искомую меру как предел
мер, равномерно распределенных на периодических орбитах, показатели Ляпу-
нова которых стремятся к нулю. Кроме того, периодические орбиты будут в
некотором смысле «похожи» друг на друга.
Идея реализуется следующим образом. В §4 показывается, что для рассмат-

риваемых отображений можно утверждать, что если предел эргодических мер
эргодичен, то показатель Ляпунова вдоль слоя для предельной меры есть пре-
дел показателей Ляпунова. В §5 даются достаточные условия эргодичности пре-
дельной меры (один из авторов был вдохновлен идеей А. Б. Катка и А. М. Сте-
пина о приближении эргодических систем периодическими; особенное влияние
на материал §5 оказала работа [17]). В §6 описывается конструкция, позволя-
ющая по одной периодической орбите построить другую, с бо́льшим периодом,
меньшим (по модулю) показателем Ляпунова и достаточно «похожую» на ис-
ходную. После этого в §7 строится требуемая последовательность орбит и для
нее обосновывается выполнение достаточных условий эргодичности. Это дока-
зывает теорему 2.
Кроме того, в §8 мы доказываем добавление к теореме 2, которое утверждает,

что найденная в этой теореме мера неатомарна.
И наконец, в §9 приводится пример C1 -открытого множества пар отображе-

ний, удовлетворяющих условиям теоремы 2. Это доказывает теорему 3.

§4. Эргодичность и показатели Ляпунова

Определение 1. Пусть F — косое произведение вида (2).
Показателем Ляпунова вдоль слоя в точке (w, x) называется следующая

функция (она определена в тех точках, где предел существует):

λc(w, x) := lim
n→∞

1
n

ln |(fwn
◦ fwn−1 ◦ · · · ◦ fw0)

′(x)|.
Если отображение F обладает эргодической вероятностной мерой ν , то най-

дется множество ν -полной меры, такое, что для всех точек из этого множества
показатель Ляпунова вдоль слоя определен и не зависит от точки множества.
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В этом случае функция λc(w, x) — константа на множестве ν -полной меры и
можно говорить о показателе Ляпунова вдоль слоя относительно меры ν (обо-
значение λc(ν)).
Далее, говоря о сходимости мер, мы везде подразумеваем ∗-слабую сходи-

мость: последовательность µn сходится к µ, если для любой непрерывной функ-
ции ϕ ∫

ϕ dµn −→
∫

ϕ dµ при n → ∞.

Лемма 1. Пусть µn и µ — эргодические вероятностные меры для косого
произведения F , причем µn → µ при n → ∞. Тогда λc(µn) → λc(µ).

Доказательство. По определению показатель Ляпунова вдоль слоя в точ-
ке x — это временно́е среднее функции ϕ = ln(∂F/∂x) в той же точке. В силу
эргодичности мер µn (соответственно µ) это временное среднее равно простран-
ственному среднему функции ϕ по соответствующей мере для µn -почти всех
(соответственно µ-почти всех) точек. Функция ϕ непрерывна. В силу ∗-слабой
сходимости мер µn к µ получаем

λc(µn) =
∫

ϕ dµn −→
∫

ϕ dµ = λc(µ).

§5. Достаточные условия эргодичности

Пусть G — произвольное непрерывное отображение метрического компакта
Q в себя. Пусть Xn — периодические орбиты отображения G, Pn — их периоды,
а µn — атомарные меры, распределенные равномерно на этих орбитах.

Определение 2. Назовем n-мерой точки x0 атомарную меру, распределен-
ную равномерно на n последовательных итерациях точки x0 под действием G:

νn(x0) =
1
n

n−1∑
i=0

δGi(x0),

где δx есть δ-мера с носителем в точке x.
Предложение 1. Эргодичность меры µ эквивалентна ∗-слабой cходимо-

сти к ней n-мер всех точек множества полной µ-меры.

Доказательство. По определению n-меры

∀ϕ ∈ C(Q), x0 ∈ Q

∫
Q

ϕ dνn(x0) = ϕn(x0) :=
1
n

n−1∑
i=0

ϕ ◦ Gi(x0).

А значит, сходимость n-мер к µ эквивалентна сходимости частичных вре-
менных средних ϕn(x0) к пространственному ϕ :=

∫
ϕ dµ. Такая сходимость на

множестве µ-полной меры и означает эргодичность меры µ.
Следующая лемма является ключевой в доказательстве эргодичности пре-

дельной меры.
Лемма 2. Пусть {Xn} — последовательность периодических орбит воз-

растающего периода непрерывного отображения G метрического компакта Q
в себя, Pn — периоды, µn — вероятностные атомарные меры, распределенные
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равномерно на орбитах, и µ — один из частичных пределов последовательно-
сти {µn}.
Пусть для любой непрерывной на Q функции ϕ и для сколь угодно малого

ε > 0 найдется N = N(ε, ϕ) ∈ N, такое, что для любого m > N существует
подмножество X̃m,ε ⊂ Xm , удовлетворяющее следующим требованиям:
1) µm(X̃m,ε) > 1 − ε;
2) для любого n, такого, что m > n � N , и для любого x ∈ X̃m,ε∣∣∣∣

∫
ϕ dνPn

(x) −
∫

ϕ dµn

∣∣∣∣ < ε.

Тогда мера µ эргодична.
Замечание 2. В §§6 и 7 для косого произведения F , удовлетворяющего

условиям теоремы 2, будут построены периодические орбиты, которые удовлет-
воряют условиям леммы 2 и для которых показатель Ляпунова вдоль слоя стре-
мится к нулю. Из леммы 2 следует эргодичность предельной меры для после-
довательности мер, распределенных равномерно на этих орбитах. Из леммы 1
следует, что показатель Ляпунова вдоль слоя отображения F относительно пре-
дельной меры равен нулю. Это докажет теорему 2.

Доказательство леммы 2. Переходя к подпоследовательности, без огра-
ничения общности можем считать, что µ является пределом мер µn .
В силу предложения 1 эргодичность меры µ эквивалентна ∗-слабой сходи-

мости мер νn(x) к µ. Таким образом, требуется доказать существование такого
множества X̃ полной меры µ, что

∀ϕ ∈ C(Q), x ∈ X̃ νn(x) → µ при n → ∞.

Имеет место следующее вспомогательное утверждение [13]:
Предложение 2. Пусть µm → µ и Ym суть µm-измеримые множества.

Рассмотрим верхний топологический предел

Y := lim top
m→∞

Ym = {y | ∃mi → ∞, yi ∈ Ymi
: yi → y}.

Тогда µ(Y ) � limm→∞µm(Ym).
Зафиксируем произвольные ϕ ∈ C(Q) и ε > 0. Выберем n > N(ε, ϕ). Рас-

смотрим множество
X̃ε = lim top

m→∞
X̃m,ε,

В силу предложения 2 имеем µ(X̃ε) � 1 − ε.
По определению X̃ε для любого x ∈ X̃ε существует последовательность точек

xmi
∈ X̃mi,ε , сходящаяся к x. Отсюда вытекает, что для любого n > N∣∣∣∣

∫
ϕ dνPn

(x) −
∫

ϕ dνPn
(xmi

)
∣∣∣∣ < ε (3)

при достаточно больших mi в силу непрерывности G и компактности X̃ε .
Из условий леммы следует, что для mi > n∣∣∣∣

∫
ϕ dνPn

(xmi
) −

∫
ϕ dµn

∣∣∣∣ < ε. (4)
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В силу сходимости µn → µ при достаточно больших n выполняется неравен-
ство ∣∣∣∣

∫
ϕ dµn −

∫
ϕ dµ

∣∣∣∣ < ε. (5)

Объединяя (3)–(5), получаем∣∣∣∣
∫

ϕ dνPn
(x) −

∫
ϕ dµ

∣∣∣∣ < 3ε. (6)

Мы доказали, что для произвольных ϕ и ε для всех точек x ∈ X̃ε последо-
вательность частичных временных средних ϕk(x) имеет счетное число членов
ϕPn

(x) в (3ε)-окрестности пространственного среднего ϕ :=
∫

ϕ dµ.
В силу теоремы Биркгофа–Хинчина существует множество Y µ-полной ме-

ры, для всех точек которого временные средние функции ϕ сходятся.
Отсюда следует, что для произвольного ε на множестве Yε := Y ∩X̃ε , µ(Yε) >

1 − ε, временные средние (3ε)-близки к пространственному. Положим

X̃ :=
∞⋂

k=1

⋃
ε<1/k

Yε.

Множество X̃ имеет полную меру. В силу (6) временные средние на X̃ сколь
угодно близки к пространственным, а значит, совпадают с ними. Эргодичность
меры µ доказана.

§6. Основная лемма

Пусть f0 , f1 — диффеоморфизмы окружности. Порождаемую ими полугруп-
пу обозначим через G+(f0, f1).
Следующие два предложения легко выводятся из компактности окружности.
Предложение 3. Если полугруппа G+(f0, f1) действует минимально (т. е.

любая орбита плотна в S1), то для любого интервала J на окружности най-
дутся такие K = K(J) и δ0 = δ0(J) > 0, что любой интервал I длины,
меньшей δ0 , может быть переведен внутрь J композицией не более чем K
отображений f0 и f1 .

Предложение 4. Пусть для любой точки x окружности для некоторого
i имеем f ′

i(x) > 1. Тогда найдутся ν > 1, δ1 > 0, такие, что для любого
интервала I длины менее δ1 на окружности для одного из fj имеем

∀x ∈ I f ′
j(x) > ν.

Положим
L = max

j
max
x∈S1

|f ′
j(x)|.

Определение 3. Пусть задана периодическая орбита X отображения F , ее
период равен P и ε > 0 фиксировано. Точка y называется (ε, P )-хорошей для
орбиты X , если найдется точка x ∈ X , такая, что

∀k = 0, 1, . . . , P − 1 dist(F k(x), F k(y)) < ε.

Лемма 3. Пусть косое произведение F вида (2) удовлетворяет условиям
теоремы 2. Пусть X — произвольная периодическая орбита косого произ-
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ведения F периода P с мультипликатором по слою α, 0 < α < 1. Пусть
λ := (ln α)/P < 0.
Тогда для любого ε > 0 существует периодическая орбита Y косого произ-

ведения F с периодом P ′ > 2P и показателем Ляпунова вдоль слоя λ′ < 0,
такая, что
1) |λ′| < |λ|(1 − (ln ν)/(2 lnL));
2) существует Ỹ ⊂ Y и проекция π : Ỹ → X , такие, что
(a) все точки из Ỹ являются (ε, P )-хорошими относительно орбиты X ,

причем в определении 3 можно взять x = π(y);
(b) доля κ := #Ỹ/#Y точек, в которых определена проекция π, оценива-

ется формулой

κ � 1 − 2|λ|
ln L

;

(c) количество элементов прообраза π−1(x) одинаково для всех x ∈ X .

Доказательство. Периодическая орбита косого произведения задается сво-
ей начальной точкой (ω, x). Здесь x ∈ S1 , ω ∈ Σ2 — периодическая последова-
тельность и w = (w0 . . . wn−1) — ее период из нулей и единиц: ω = . . . www . . .
= (w).
Имея орбиту X с начальной точкой (ω, x) = ((w), x), ищем орбиту Y с нача-

лом (ω′, x′) = ((w′), x′), где

w′ = wkR1R2 = w . . . w︸ ︷︷ ︸
k раз

R1R2.

Здесь k — большое натуральное число, которое будет выбрано ниже, w, w′ ,
R1 и R2 — слова конечной длины, x, x′ — точки на окружности.
Положим

Tw := fwn−1 ◦ fwn−2 ◦ . . . ◦ fw0 ,

где w — слово длины n.
Фиксируем ε > 0. Выберем и зафиксируем константы α− и α+ , достаточно

близкие к α, 0 < α− < α < α+ < 1. Как именно производится выбор, будет
указано далее (см. неравенство (8)). Найдется такой интервал J , содержащий
точку x и не содержащий других неподвижных точек отображения Tw , для
которого выполнено следующее условие:

∀x ∈ J α− � T ′
w(x) � α+ и LP |J | < ε. (7)

Тогда
∀k |Twk(J)| � αk

+|J |.
Зафиксируем K(J) и δ0(J) согласно предложению 3. Зафиксируем ν и δ1

согласно предложению 4. Заметим, что ν и δ1 не зависят от периодической
орбиты X .
Положим δ = min(δ0(J), δ1, |J |L−K(J)).
Пусть r = r(k) — натуральное число, для которого выполнены неравенства

δ

L
� αk

+Lr(k)|J | < δ

(такое r(k) найдется при достаточно больших k).
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По предложению 4 найдется композиция из r(k) отображений fi (первое рас-
сматривается на интервале Twk(J), каждое следующее — на образе предыду-
щего), все отображения которой растягивают в каждой точке соответствующих
интервалов не менее чем в ν раз. Обозначим соответствующее слово через R1 .
Пусть I = TR1 ◦ Twk(J). Тогда

|I| < δ � δ0(J).

По определению δ0(J) найдется слово R2 , |R2| < K(J), такое, что TR2(I) ⊂ J .
Для производной T ′

w′ на всем интервале J выполнена оценка

|T ′
w′ | < αk

+Lr(k)LK <
δ

|J | LK � 1.

Отображение Tw′ является сжимающим на J и переводит J в себя; следова-
тельно, оно имеет единственную неподвижную точку x′ ∈ J . Орбита Y = Y (k) с
начальной точкой (ω′, x′) = ((w′), x′) полностью определена для каждого доста-
точно большого k. Оценим снизу показатель Ляпунова вдоль слоя отображения
F в точке x′ .
Найдется такая константа C1 = C1(w, J), что на интервале J

|T ′
w′ | > C1(w, J)αk

−νr(k).

По определению r(k) найдется такая константа C2 = C2(w, J), что

r(k) >
1

ln L
(−k ln α+ + C2(w, J)),

откуда

ln T ′
w′(x′) � k ln α− + r(k) ln ν + C3(w, J) � k

(
ln α− − ln ν

ln L
ln α+

)
+ C4(w, J).

Теперь конкретизируем выбор α− и α+ : они выбираются настолько близкими
к α, чтобы выполнялось неравенство

ln α− − ln ν

ln L
α+ � ln α

(
1 − ln ν

1.5 lnL

)
. (8)

Подставив (8) в предыдущую оценку, имеем

ln T ′
w′ � k ln α

(
1 − ln ν

1.5 lnL

)
+ C4(w, J).

Для показателя Ляпунова орбиты Y (k) справедлива оценка

λ(Y (k)) =
ln T ′

w′(x′)
kP + r(k) + K

�
k ln α(1 − ln ν

1.5 ln L ) + C4(w, J)
kP

= λ(X)
(

1 − ln ν

1.5 ln L

)
+ O

(
1
k

)
.

Положим λ := λ(X), λ′ := λ(Y (k)). Получим, что при достаточно больших k

λ′ � λ

(
1 − ln ν

2 ln L

)
.

Первое утверждение леммы 3 доказано. Докажем второе.
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Определим множество Ỹ и проекцию π . Пусть M = M (ε, w) — минимальное
натуральное число, такое, что 2−MP � ε. При k > M положим

Ỹ = {F j(ω′, x′) | MP � j � (k − M − 1)P}.
Заметим, что множество Ỹ содержится в множестве первых kP итераций точки
(ω′, x′).
Определим проекцию π : Ỹ → X следующим образом:

π(F j(ω′, x′)) = F ρ(ω, x),

где ρ — остаток от деления j на P . Очевидно, что число точек в прообразе
π−1(ω̃, x̃) не зависит от (ω̃, x̃) и равно k−2M−1. Условие 2(c) леммы выполнено.

Предложение 5. Все точки множества Ỹ являются (2ε, P )-хорошими
для орбиты X .

Доказательство. Оценим расстояние по базе. В силу выбораM расстояние
между Σ2-координатами точек ỹ ∈ Ỹ и π(ỹ) ∈ X не превосходит ε.
Оценим расстояние по слою. Образ точки x′ после Pl итераций, 0 � l � k,

содержится в отрезке J . Обозначим его через x′
l . Интервал J был выбран так

(см. (7)), что за t итераций, 0 � t < P , точки x и x′
l не могут разойтись на

расстояние, большее ε.
Таким образом, орбиты точек x и x′ за первые kP итераций расходятся вдоль

слоя на расстояние, меньшее ε.
Значит, первые P итераций точек ỹ ∈ Ỹ и π(ỹ) расходятся в Σ2 × S1 на

расстояние, меньшее 2ε.
Это доказывает утверждение 2(a) леммы 3.
Оценим долю точек на орбите Y , не являющихся хорошими для орбиты X :

1 − #Ỹ

#Y
=

(2M − 1)P + r + K

kP + r + K
� C6(w, J, ε) + r

kP

� C7(w, J, ε)
kP

+
−k ln α

kP ln L
= − λ

ln L
+ O

(
1
k

)
.

Отсюда следует утверждение 2(b) леммы 3 для достаточно больших k. Осталь-
ные заключения леммы уже доказаны.

§7. Построение последовательности периодических орбит

Лемма 4. Пусть отображения f0 , f1 удовлетворяют требованиям теоре-
мы 2. Тогда у косого произведения F существует набор периодических орбит
Xn , у которых
1) периоды Pn неограниченно возрастают;
2) показатели Ляпунова вдоль слоя λc

n отрицательны и стремятся к нулю;
3) выполнены условия леммы 2.
Доказательство. Выберем произвольную последовательность {εn} так,

что
∑

εn < ∞. В §8 на выбор этой последовательности наложено дополнитель-
ное ограничение, не влияющее на рассуждения настоящего параграфа. В каче-
стве притягивающей вдоль слоя орбиты X1 мы возьмем периодическую орбиту,
соответствующую гиперболической притягивающей периодической точке диф-
феоморфизма f из условия (iii).
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Используя лемму 3, построим по индукции последовательность периодиче-
ских орбит Xn , выбирая на каждом шаге ε = εn . У построенной последователь-
ности периоды стремятся к бесконечности, а показатели Ляпунова вдоль слоя
экспоненциально стремятся к нулю.
Проверим выполнение условий леммы 2. Пусть ε > 0, ϕ ∈ C(M ) произволь-

ные. Согласно лемме 3, для построенных орбит определена последовательность
проекций πn : X̃n+1 → Xn , такая, что

∞∏
n=1

κn =
∞∏

n=1

#X̃n+1

#Xn
> 0.

(Действительно, произведение сходится, так как 1−κn не превосходит 2|λn|/ ln L
и, следовательно, мажорируется убывающей геометрической прогрессией.)
Выберем δ = δ(ε, ϕ), такое, что

ωδ(ϕ) := sup
dist(x,y)<δ

|ϕ(x) − ϕ(y)| < ε.

Выберем N = N(ε, ϕ), чтобы выполнялись условия
∞∑
N

εk < δ(ε, ϕ) и
∞∏
N

κk > 1 − ε.

Поскольку число прообразов при проекциях πn не зависит от точки в обра-
зе, множество X̃m,ε ⊂ Xm , на котором определена сквозная проекция πm,N =
πm−1 ◦ · · · ◦ πN , составляет бо́льшую часть орбиты Xm :

#X̃m,ε

#Xm
=

m−1∏
k=N

κk �
∞∏
N

κk > 1 − ε.

Пусть m, n произвольные, m > n > N(ε, ϕ). На множестве X̃m,ε определена
сквозная проекция πm,n = πm−1 ◦ . . . ◦ πn . Все точки множества X̃m,ε ⊂ Xm

являются (δ(ε, ϕ), Pn)-хорошими относительно орбиты Xn . Следовательно, для
x ∈ X̃m,ε ∣∣∣∣

∫
ϕ dνPn

(x) −
∫

ϕ dµn

∣∣∣∣ < ωδ(ϕ) < ε.

Условия леммы 2 выполнены полностью.
Согласно замечанию из §5, теорема 2 полностью доказана.

§8. Неатомарность предельной меры

В §7 мы закончили доказательство теоремы 2, построив эргодическую инва-
риантную меру с нулевым центральным показателем Ляпунова. Добавление к
теореме 2 утверждает, что предельную меру можно выбрать нетривиальной —
не сосредоточенной на периодической орбите. Докажем это.

Доказательство добавления к теореме 2. Пусть все обозначения такие
же, как в предыдущем параграфе. Рассмотрим любую точку x ∈ Xn . Заме-
тим, что этой точке соответствует κn+1

Pn+1
Pn

точек орбиты Xn+1 , лежащих в ее
εn+1-окрестности. Мера µn+1 этих точек в κn+1 раз меньше, чем мера µn ис-
ходной точки, т.е. за одну итерацию процесса индукции точка «расплывается»
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на εn+1 , а мера при этом умножается на κn+1 . Получаем следующую последо-
вательность оценок:

µn+1(Uεn+1(x)) � κn+1µn({x}),
µn+2(Uεn+2+εn+1(x)) � κn+2µn+1(Uεn+1(x)) � κn+2κn+1µn({x})

и т. д. Переходя к пределу, получаем

µ(Urn
(x)) �

∞∏
n+1

κk · µn(x) > 0,

где через rn обозначена сумма rn =
∑∞

k=n+1 εk . Итак, мера µ замкнутого шара
радиуса rn с центром в любой из точек орбиты Xn положительна.
Заметим, что в §7 мы можем задавать последовательность {εn} не до по-

строения последовательности орбит Xn , а одновременно с ней, строя Xn по εn

и εn+1 по Xn . А именно, обозначим через dn наименьшее расстояние между
двумя различными точками из Xn и положим εn+1 = (minj�n dj)/(3 · 2n). То-
гда ряд

∑
εk будет сходиться и, более того, rn =

∑∞
k=n+1 εk � dn/3. Таким

образом, любые два rn -шара с центрами в различных точках орбиты Xn не
пересекаются. Но мера µ каждого такого шара положительна; поэтому мера µ
не может быть сконцентрирована в менее чем Pn точках. С другой стороны, n
произвольно, а длины периодов Pn стремятся к бесконечности. Следовательно,
мера µ не сосредоточена на конечном множестве.

§9. Доказательство теоремы 3

В статьях [9,10] обоснован следующий результат:
Теорема 4. Пусть отображение f0 имеет ровно две неподвижные точ-

ки a и b, f ′
0(a) ∈ (1, 2), f ′

0(b) ∈ (1/2, 1), а отображение f1 — иррациональ-
ный поворот окружности. Тогда найдется окрестность U ⊂ (Diff(S1))2 пары
диффеоморфизмов (f0, f1), такая, что для любой пары (f̃0, f̃1) ∈ U действие
G+(f̃0, f̃1) минимально.
Выберем произвольные f0 , f1 , удовлетворяющие условиям теоремы 4. Пусть

U — окрестность системы (f0, f1) в (Diff(S1))2 , в которой действие каждой пары
минимально.
Пусть f2 — отображение, близкое к f1 и такое, что f ′

2(x) > 1 на множестве
I = {x ∈ S1 | f ′

0(x) � 1}. Выбирая f2 достаточно близким к f1 , мы можем
добиться того, что (f0, f2) ∈ U .
Для пары (f0, f2) свойства (ii) и (iii) из теоремы 2 выполнены. Но свойства (ii)

и (iii) являются C1 -открытыми; поэтому найдется такая окрестность V пары
(f0, f2), что каждая пара отображений из V удовлетворяет этим условиям.
Для любой пары отображений (g0, g1) из множества U ∩ V условия (i), (ii) и

(iii) выполнены. Теорема 3 доказана.
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