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ALGEBRES NON ASSOCIATIVES
ET ALGEBRES GENETIQUES

Par Mme Monique BERTRAND,
Agrégée de Mathématiques.

Ce travail comprend trois parties :

— une partie purement algébrique;
— une partie donnant quelques notions de génétique;
— une partie intitulée : Algébres génétiques.

En effet les lois de la génétique ont donné a plusieurs mathématiciens
I'idée de construire certains types d’algébres, désignées sous le voeable
général d’ « algébres génétiques ». Ces algébres ne sont pas associatives,
et leur étude théorique fait appel a certaines notions générales de
la théorie des algébres non associatives.

C’est pourquoil’on s’est attaché, dans la premiére partie, & développer
surtout les parties de I'étude des algebres non associatives qui seront
directement utilisées dans la théorie des algébres génétiques.

La deuxiéme partie développe succinctement les notions de génétique
nécessaires 4 la compréhension de la troisieme partie, qui étudie
la construction et la structure des algébres génétiques. L’étude des
idempotents, en particulier, se trouve avoir un réle privilégié, car
ceux-ci représentent en génétique des populations ayant atteint
un état d’équilibre, et il est intéressant de savoir si un tel état peut étre
atteint, et de quelle maniere.
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2 M. BERTRAND.

ftude des ensembles munis d’'une loi non associative :
Définition et propriétés des formes.

INTRODUCTION.

Considérons un ensemble E, non vide, et supposons-le muni d"une loi
de composition. Soit L : & tout couple d’éléments A, B€E, pris dans
cet ordre, nous faisons donc correspondre un élément P bien défini
de E, soit P = ALB. i

Rappelons les définitions suivantes : L est dite associative si et
seulement si :

¥V \, B, CeE, AL(BLC)=(ALB)LC,

L est dite commutative, si et seulement si :
V A, B€E, ALB=BLA.
Prenons quelques exemples :

Exemple I : considérons I'ensemble @ des déplacements plans

de la géométrie euclidienne, et prenons pour loi L la composition
de ces déplacements.

L est associative et non commutative.

1

‘Exemple II : considérons ’ensemble 9t des entiers arithmétiques,
et prenons pour L le produit ordinaire.
L est associative et commutative.
Exemple III : prenons pour E I'ensemble 9t et pour loi L la loi
ainsi définie :
VY A, Bedl, P=ALB=AB

cette loi n’est ni commutative, ni associative : en effet
(ALB) LC = (AB)C= ABC;  AL(BLC) = AB;
ALB = AB; BLA = BA.
Exemple IV : prenons pour E I'ensemble Q des rationnels et pour L

la loi ainsi définie :
WV AeQ, ALA = A,

bl

VA, BeQ, A%B, ALB=>A+!B

I~

L est commutative et non associative : en effet

AL(ALB)=SA +1B; (ALA)LB= lAwIB.

4 4

!



ALGEBRES NON ASSOCIATIVES ET ALGEBRES GENETIQUES. 3

Nous allons donc nous donner un ensemble E, muni d’une loi non
associative, notée : P = AB.
La commutativité du produit n’est pas supposée au départ.
Tout d’abord, une convention : pour alléger I'écriture, nous
remplacerons les parenthéses par des groupes de points, ainsi :
‘' [(AB)CG]D/E=AB.C:D:.E.

Considérons un produit d’éléments de E, soit P, formé d’un nombre
fini quelconque de facteurs.

Nous allons définir ce que Etherington appelle la « forme » d’un
produit non associatif.

Forme d’un produit non associatif,
1° DEFINITION. — Soit 9t 'ensemble des entiers arithmétiques.
9t est engendré par I'élément 1, en effet :

Vredl, n=i1+...+1.
e

n fois

Supposons la loi d’addition dans 97 non associative et non commu-
tative, et notons n’ tout « entier non associatif », dont la wvaleur
habituelle est n.

=1+ 1)+1]+(1+1)+...
par exemple. Ainsi : |
F=0+1)+(1+1) ou f=14+[(1+1)+1].
Soit donc 9" = {n'; neIt ).
Nous allons définir un homomorphisme h :

h: 2={P; P, produit d’éléments de E } - 9’

de la facon suivante :

Soit P un produit non associatif et non commutatif de ¢ éléments
de E. Alors h(P) est I'élément de 91 dont la valeur arithmétique
est d et dont Pécriture respecte l'association des facteurs de P.
Exemples :

soit
P=A; h(P) =1,
P = AB; h(P)=1+1,
P = AB.CD; A(P)=004+1)+ (1+1),

P=AB.C:D:.E; A(P)={[(1+1)+1]+1}~+1.

Nous noterons S = h(P). S est appelée « forme du produit P »,
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L’application h est un homomorphisme : on voit facilement, en effet,
que si
S1=h(P1); S#:}I(P)), P=P1Po;
on a
S=h(P)=S8,+8S..

On voit également que h est un homomorphisme sur 9t'; en effet,
si on se donne n’importe quel élément, soit S, de ', il est facile
de construire un produit P ayant pour forme S.
Regardons de plus prés les classes d’équivalence définies par cet
homomorphisme : .
P~P & S(P)=SP).

Ainsi, P = AA.BC est équivalent 4 P’ = AB.CD, car
S(P)y=8S(P)=(1~+1)=4(1+1).

11 nous sera commode de prendre, dans chaque classe d’équivalence,
un représentant ainsi défini :

Soit* X€E. Comme représentant de l’ensemble des produits de
forme S, nous choisirons le produit dont tous les facteurs sont identiques
4 X €L, et nous le noterons X5,

Ainsi, soit S=1+4 (1 +1); P=X.XX = X!+, Nous avons
défini la forme, et I’addition des formes; nous allons maintenant
étudier le produit S, S, de deux formes S, et S..

En effet, supposons que nous ayons X% et XS:. Nous voulons
calculer la forme du produit obtenu en remplacant chaque facteur X,
dans X%, par X%, c’est-d-dire (X%)%:. Nécessairement, la forme
de (X%)%, s’écrira en remplagant par S, chaque terme 1 figurant
dans I’expression de S.; ce qu’il est logique de noter S, S, : (X5:)% =X*:5s,

De facon plus générale, nous voyons que S, S, est la forme obtenue
en substituant P,, de forme S,, 4 chaque facteur de P., de forme S..

20 PROPRIETES DE CES OPERATIONS.

— L’addition, rendant compte du produit dans E, est non asso-
ciative et non commutative.

— Le produit est associatif et non commutatif, en effet :
XS,S,. [(\S; )b,]Ss XSI Se8; \S, b,S,
xsn Sy = (\S,)S, = ('\Sn S, __ \S:SA
— Le produit est prédistributif par rapport a ’addition :
xbx (Se+8;) __ (‘(si )S:+ Sy __ (\Sl )bg (\S‘ )\, \S, S, \S, Sg__ Xb Sn+szss
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-— Le produit n’est pas postdistributif par rapport a 1’addition :

X(Sg+S;\Sl (\bg 53)51 (XS, X\,)S. X\g XS, . XS, XS,’
N

J/\-

S, fols
alors que
Xs,s,+s,s,= (\S,)Sl (XS,)S, (\Si \S,> (\S, XS,)
S, fols Sl fois

Il n’y a pas postdistributivité 4 cause de la non-associativité.
Donc :

a+b#b+a; ab # ba; a(b+c¢) = ab+ ac,
(a+b)y+cza+ (b+cy: ab.c = a.be; (b+c¢)az ba+ca.

Dans le cas ou le produit dans E serait commutatif, on aurait les
mémes conclusions, en transformant seulement :

a+bZb+a en a—+b=0b+ a.

30 CALCUL DU NOMBRE DE PUISSANCES DISTINCTES DE DEGRE Nl
D'UN ELEMENT DE E. — Nous allons calculer le nombre a, de formes
dont la valeur arithmétique est n, ce qui est bien la réponse 4 la question
posée. Dans le cas non commutatif, il est manifeste que :

Ap=«; A1+ Q> Ap>+...~+ An—y 4y} avec a;=1; as=1.
Pour calculer a , considérons la série formelle :
AT+ AL A A X+ ...

'Si cette série converge pour au moins un * = o, appelons f(z)
sa somme; alors d’aprés la relation de récurrence :

|f(e)P=f(r)+x =0, d’on Sflz) =

et ici :

(SRR

i;\/l——mv,'

Vi— 4.

!

f(z) =

1 I
2 2

1 N
Le développement de (1— 4x)* donne

_(2n—2)!"
“(n—1)Tn!
ou encore

1
cap= —cizls.

S
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Classification des formes.

19 DEFINITIONS.

a. Degré & d’une forme. — C’est le nombre de facteurs du produit,
c’est-a-dire I’évaluation de S en tant qu’entier arithmétique.

b. Formes conformes. — Deux formes sont dites conformes
lorsqu’elles satisfont & la définition suivante : deux formes non
commutatives S, et S, qui se transforment en une méme forme S
quand la loi est considérée comme commutative sont dites conformes.

« S, conforme a S, » se note S,~S,. Il est facile de voir qu’il y a
effectivement relation d’équivalence.

Exemple :

[(1+1)+1]+1; [+ (a+1)]+1;

1+ [(1+41)+1]; I+ [1+ (1+1)];
ces quatre formes sont conformes.

c. Attitude « d’une forme. — Tout produit non associatif peut étre
représenté par un arbre généalogique. L’attitude est le nombre de
générations donnant naissance au produit, — ou encore le nombre
de couples de parenthéses, crochets, etc., figurant dans Pécriture
de la forme, augmenté éventuellement de 1.

Exemples :
AB.C:D s’écrit :

S=[(1+1)+1]+1 v

d’olt a = 3.

- AB.CD s’écrit
A B CD
N N
S=(+1)+(1+1) AB, CD
~
AB.CD

d’olt @ = 2.
d. qud. — Dans un produit, c’est le point de rencontre de deux

ramifications; dans une forme, c’est le nombre de signe 4.
Il y a 6 —1 nceuds.
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¢. Neeud équilibré. — Un nceud sera dit équilibré si les deux formes
dont il exprime I'addition sont conformes.

f. Mutabilité v d’une forme. — C’est le nombre de nceuds non
€équilibrés figurant dans I'écriture de la forme.

Nous allons maintenant donner, sans les démontrer (voir Etherington)
les conséquences et résultats relatifs 4 ces derniéres définitions.

29 CONSEQUENCES.

a. Nombre de formes conformes a ‘une forme donnée S, de multabilité ..
— On démontre par récurrence que ce nombre est 2.

b. Propriétés de deux formes conformes. — Soient deux formes S,
et S, conformes. Alors :

8(Sy) =8(85); a(S)) =a(S>); wm(S;5) = k(Ss).
¢. Addition et produit des formes. — Nous avons les résultats
suivants :
o(r+s)=28(r)+2a(s),
d(rs)  =38(r)d(s);
a(r+s)={l+a(r) s.i a(r) > a(s),
1+ a(s) si a(s) >a(r),

o(rs) =a(r) +a(s);

_{2u(s) si res,
H(r+s)_)\1+p(r)-+—y.(s) si rs,
pirsy = 8(s)u(r) +u(s).

d. Exemple : Début de la table des formes commutatives.

@ H3 e S Exemples

o I [ I A

I 2 o I+ AB

2 37 1 I+ (1+1) A.BC

2 4 e 1 (I+1)+ (1+1) AB.CD

3 4 2 [(+1)+1]+1 A:B.CD

3 5 1 [+1)+ (1+)]+1 AB.CD : E
3 5 2 [1+(+1)]+(1+1) A.BC: DE
3 6 1 [+ +0+1)]+(1+4+1) AB.CD : EF
3 7 2 [t+=0+D]+ [+ + (1+41)] A.BC: DE.FG
3 8 o |[0+1)+(+1)]+[(1+1)+(1+1)]| AB.CD:EF.GH
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Comme le suggére cette table, on ne peut construire une forme
pour laquelle «, &, p seraient donnés arbitrairement.
Donnons donc quelques-unes des relations reliant «, 6, w.

e. Relations enire a, 6, | :

— a4 1L0L09%

L’égalité 0 = 2 -}-1 est atteinte pour les « formes principales ».

L’égalité o = 2* est atteinte pour les « puissances pleines »

— 0> p + 2 sauf pour d =1.

L’égalité est atteinte pour les formes principales.

— 0 est la somme de . + 1 puissances non identiques de 2.

Ce qui s’exprime ainsi autrement :

Soit n;z le nombre de termes de la décomposition de ¢ dans le systéme
de base 2; alors n;—1<p.

— pL3.2% 0 —1,

11 est facile de voir que d’autres inégalités doivent exister entre
ces nombres, en effet, nous pouvons choisir «, d, i vérifiant les inégalités
précédentes, sans qu’il existe pour autant de forme possédant ces
caractéristiques : en effet, prenons par exemple : x = §; 6 =5; p =13
il n’existe pas de forme répondant & la question, en effet :

o7 o7

=5=22+1; pour w=1: AB.CD:E; a=3,
5; pour 2=4: AB.C:D:.E; = 3.
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PREMIERE PARTIE.

ALGEBRES NON ASSOCIATIVES.

CHAPITRE 1.

DEFINITIONS., GENERALITES.

A. — Anneaux non associatifs.
Définitions.
Un anneau non associatif A est un ensemble E ot1 sont définies

deux opérations : nous les désignerons par les signes -4 (addition)
et X (multiplication), avec les conventions suivantes :

— les éléments de E forment un groupe abélien par rapport
a I'addition;

— les éléments de E forment un groupoide par rapport a la multi-
plication. Nous écrirons a X b = ab;

— la multiplication est distributive bilatéralement par rapport
a l'addition.

Si A contient un élément e tel que :

Ve, er=ze=ur,

e est dit élément unité bilatére.

L’existence de e entraine son unicité, en effet un autre élément
unité e’ vérifierait les égalités

Puissances d'un élément.

1° DEFINITIONS. — Les puissances finies d’un élément a sont ;

— les puissances principales :
a droite :
al=«; at= a"ta;
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a gauche :

a'’h= aaq"(n—1);

— les puissances pleines :

a, aa=a’, . a’a=at caey a’, ...

- les puissances mixles :

Le produit d’un nombre fini de puissances principales est une
puissance mixte. Le degré de a” et de a™ est n; le degré d’une puissance
mixte est la somme des degrés des puissances principales de a
qui y figurent. Dans un anneau quelconque, le nombre des puissances
distinctes de degré n d’un élément quelconque est, en général :

(2n—2)!
(n—1)!nl’

ce qui prouve que P'ensemble des puissances finies d’un élément
est dénombrable.

20 ANNEAU MONOGENE. — Soit a€A. Nous appelons anneau
monogéne [a] le sous-anneau de A engendré par a et par e si A contient
un élément unité bilatére. On pose alors a’ = e.

Conséquences :

— si be]a], on a [b] <[q];

— si bela] et a€[b), on a [b] =[a].

30 ANNEAUX PARTICULIERS., — Un anneau sera dit & puissances
associatives si pour tout x de A, I’anneau monogéne [x] est associatif.

De méme, un anneau sera dit a puissances commutatives si pour
tout x de A, 'anneau monogéne [z] est commutatif. Un anneau
a puissances associatives est nécessairement & puissances commutatives,
mais la réciproque n’est pas vraie.

Nous allons donner, a titre d’exemple, quelques propriétés des
anneaux 4 puissances commutatives,

Anneaux a puissances commmutatives.

1° ANNEAU FLEXIBLE. — Un anneau A est dit flexible si, pour tout
couple z, y d’éléments de A :

(ry)ao =ua(pa),

A est dit 4 puissances flexibles si tout anneau monogeéne [x] est flexible.
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20 CAS D'UN ANNEAU DE CARACTERISTIQUE PREMIERE A 2., —
Soit C(a, b) le commutateur de a et de b, éléments quelconques de A :

C(a, b) = ab — ba.

Supposons que A est flexible, et que A contient trois éléments z, y, z qui
commutent entre eux. Nous allons alors démontrer la relation
JC[(.Z‘, .}’), z] =0
Tout d’abord :
C[(‘t7 .7)7 Z] = C[.l', (J’z)],

relation obtenue en remplacant, dans la relation de définition d’un
anneau flexible, I’élément x par I’élément x + z. Ou encore :

Cl(x, ¥) 3]+ C[(y, 2), 2] =0.
Par permutation circulaire et addition :
2G[(x, »), 3} +2C[(y, &), x] +2C[(3, ), y]=0.~

En ajoutant a cette derniére équation la précédente multipliée
par — 2, et en permutant, on obtient :

2C[(x, ) ), 3]=0.
D’ou, par récurrence, les deux résultats suivants :

— Dans tout anneau flexible de caractéristique premiére a 2
toeut sous-anneau engendré par n éléments quelconques qui commutent
entre eux est commutatif.

— Pour qu'un anneau de caractéristique premiére a 2 soit un anneau
4 puissances commutatives, il faut et il suffit qu’il soit & puissances
flexibles.

39 CAS D'UN ANNEAU DE CARACTERISTIQUE NON PREMIERE A 2.
— Nous allons démontrer le résultat suivant : Touf anneau a puissances
flexibles est a puissances principales commutatives.

En effet, d’aprés la définition

Supposant que : xx"~! ="'z, on obtient
xxt=x(xt—'xr) = (rz" 1) x = xrr.
Prouvons maintenant que pour tout couple d’entiers (p, g), on a

Xl x= x7 x’l,
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utilisant la relation

Gl(z, y), 2] =Cl=, (¥, 2)]
-on obtient

Clzr+1—1, 2] = C[(xr+1—, z), x] = Clar+1—°, 2°] =. ..

— C[_z-])+f]-—l-—l" .Z“"H] — C[.Z‘/’, .’t"/],

or
Clar+i—1, ] =o.
D’ou .
xP 29 = 27 zP.
Nous allons maintenant donner quelques propriétés générales des

anneaux non associatifs. La démonstration et les applications de ces
propriétés se trouvent dans la thése de Raffin.

Quelques propriétés des anneaux non associatifs.

1° IDENTITES GENERALES. — Soient z;, ..., 2, €A.
Posons
S,[(.Z‘l, ) = AR AR ol AT ST
n
5
Salxy, .., zp) =Z Sy ooy Timty Ligety -y Tn) T,

=1

De méme, Sg(zi, ..., ,) est défini par des multiplications successives
4 gauche. S, et S, sont symétriques par rapport aux x..
Nous utiliserons la forme des produits non associatifs, posant y = x*»,
s, étant de degré n.
Nous énongcons alors le résultat suivant : Soif z,, ..., x,€A. Soif p,
n n N\ op
le coefficient du produit [[7, dans le développement de ( 27\, xi) ,

=1 \i=1

ol1 les ), appartiennent a un anneau B associatif, commutalif et unitaire,
Alors :
_v — )1 o
Pn—A [:( X ’lz(le) ]-
g=1 (4] q

sp=n : c'est le cas d’une forme principale; alors Pn est, soit
Sa(@iy -+ oy Tn), sOit Sp 45 .. ., ).

Exemple :

29 LINEARISATIONS. — Soit F une transformation de I’anneau A
en lui-méme
F: zeA—>y=F(z)eA.
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Supposons, d’autre part, que pour tout z€ A, on ait
F(z) =o,
on appelle linéarisation de U'identité F(x) = o, toute relation — si elle
existe —
H(zy ..., 21) =0,
telle que :

— H soit un polynome du premier degré, a coefficients dans B
par rapport a chaque . ;

— H soit symétrique par rapport aux z.;

— Dans tout anneau non associatif, la relation F(xr) = o entraine

la relation H(x;, ..., ;) = o, pour tout ensemble d’éléments (z, ..., Zz)
de I'anneau;

— enfin
H(xy, ..., 2¢) =A!F(x) si = ... =x= 2.

Les deux identités sont donc équivalentes si la caractéristique de A
est premiére a k!

Exemples :
a x"=21xm"

La linéarisation de cette relation est
Sa(xyy ooy 2n) — Sg(@yy vy Tp) =05
b, xrx’=2x7x".

La linéarisation de cette relation est

2 [S,[(.’L‘L, ceny x3) Sy (2, .., .Z',{)] _
N ~——— - | = O
P q
oP .
e
B. — Algébres non associatives.

Définitions.
1° Axromes. — Une algébre non associative A est :

— un anneau non associatif;

— un B-module unitaire, c’est-a-dire : B étant un anneau associatif,
commutatif et unitaire, on a défini une loi de composition externe
telle que, si

.’Z‘,I}’GA et’ a7 BES:
a(x+y)=ax +ay; (a+ Bz =ax + Bz,
a(Bz) = (af)z; a(zy) = (azx) =z (2y).

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 162. 2
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Nous nous bornerons aux algébres d’ordre fini, dont nous rappelons
la définition : on a pu trouver, dans A, n éléments e, ..., e,, formant
une base, c’est-a-dire :

— pour tout €A, il existe ,, <.y Zn, €léments de B, tels que

n
I = E Eies;

(=1 ‘

n
—
w_—_zg,e, et y=2me1,'

=1 =1

— si

Pégalité x = y entraine , — n, pour tout i.
D’autre part, il résulte des axiomes de définition qu’il existe des

éléments v,,» de A, avec I, j, k=1, ..., n, tels que ee, =27l,kek
A=1
pour tout i et tout j. On a ainsi écrit une table de multiplication de A.

29 TRANSFORMATIONS R, ET L. — Soit a€ A. Nous pouvons définir,
a partir de cet élément a, deux transformations :

La transformation R,, ou multiplication & droite par a :
Vye\, )y =yRi=)aq,

sa matrice par rapport a la base choisie est F,.
La transformation L,, ou multiplication 4 gauche par a :’

Vryed, y=Lyy=ay,

sa matrice par rapport a la base choisie est D,,.

L’ensemble R(A) engendré par toutes les multiplications a droite
de A est un sous-espace, d’ordre n au plus, de I'espace des transforma-
tions linéaires de A, qui est d’ordre n’. De méme pour L(A).

. Nous appellerons algébre des iransformations de A, l'algébre des
polynomes en R, L,,,, I, dont les coefficients sont dans B; et nous
la noterons T(A). (I est 'application identique dans A.)

De ceci, une conséquence immédiate : considérons I'ensemble R(A) :
xa = xT,, (xa)b = (xl)Ty= (I, Tp)

puisque la multiplication des matrices est associative.

Donc A est associative si el seulement si : T,Ty=T, pour .
lout (a, b)e A.
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Sous-ensembles de A.

1° SOUS-ALGEBRES. — Soit A, un sous-espace vectoriel de A;
Iensemble des R,,, pour a,€A,, sera noté R(A,, A); celui des L,
a; €A, sera noté L(A,, A); et ces sous-espaces cngendrent avec I
une sous-algeébre de T(A), soit T(A,, A).

Soit m T'ordre de A,; on peul écrire : A = A, 4+ A, ol A, est un
supplémentaire de A,.

Soit E la transformation de A définie par la projection dans A, :

si a=a,+a, E(a) =a
E est une transformation idempotente, c’est-a-dire E’ = E. Sa matrice
est de rang m.
Nous en déduisons deux résultats :
a. A, est sous-algébre de A si et seulement si
E[R(A;, A)]=E[R(Ay, A)E;
b. A, est sous-algébre de A si ef seulement si
E[T(A;A)]=E[T (A, A)]E:
20 IDEAUX. — B sous-espace de A est idéal a droite de A si et

seulement si ba€B pour tout 5B et tout agA.
Méme définition & gauche.

Définissant %a projection E de A sur B, nous avons les résultats :
a. B est idéal a droite de A si et seulement si

ER(A)=ER(A)E.
De méme a gauche.
b. B est idéal bilalére de A si el seulement si

ET(A)=ET(A)E

CHAPITRE 11.

ALGEBRES DE DEGRES FINIS.

Equations satisfaites par un élément d’une algébre admettant
une base finie.

.19 ALGEBRE AYANT UN ELEMENT UNITE e, — Soit ¢, =¢, €, ..., €,
une base de A.

a. Equations caractéristiques. — Considérons, comme plus haut,
les transformations R. et L..
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Formons I'équation caractéristique de R, par exemple :

[A\—Rz|=0
qui s’écrit :
g A=l 4 (—1)"detRy= o,

ou les #; sont des polynomes homogeénes en §;, ..., £, coordonnées
de x, de degré i au plus, et cela, d’apres la définition méme de I’équation
caractéristique, or

r=ex=eRy et xP = eRZ,

(en notant 27 la puissance principale a droite de degré p de z).

Donc si C;(z) désigne le polynome obtenu en remplacant, dans
le premier membre de I’équation caractéristique, 2 par x, on a

ca(z)=-ecy(Ry) = o,

puisque R, est racine de son équation caractéristique.
D’oui le résultat :

L’élément général x€ A, A étant une algébre non associative ayant
une base finie sur un anneau B, est racine de son équation caractéristique,

Mémes résultats en considérant L,.

b. Equation principale. — 11 résulte de ce qui précéde, qu'il existe
une équation a droite :

ApxP— Ap zxP—1— ... — Ay ze=o0; ZEA,
oy
telle que p soit minimal.
C’est I’équation minimale & droite de z, ou équation principale
a droite de A, ou équation au rang a droite de A. p est le degré a droite
de A.
De méme a gauche.

Remarque 1. — S’il existe une autre équation principale, son degré
est nécessairement p.

Soit donc :
- ApxP— g 2Pl — . — Ay xe =0,

AP — Ay Pt — ... — A, ze=o.

On en déduit :

(ApBre— AzAL) 2Pt 4+ o + (ALAe 2— AAL ) e =0,
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p étant minimal, on a

A Are= Az A%e; v s AAg. w— Az AL 2,

> >
ou encore, si A et A’ désignent les vecteurs dont les composantes

ont les coefficients des équations, éventuellement changés de signe,
ona

> >
NA =3 A
Remarque 2. — Remplagons x par Az :

M Q&P — M1 322" — o — Ajz, )€ = 0.
Si B est un anneau d’intégrité, utilisons 1’égalité

> >
ALA =AY,
nous avons
A, ‘-\)\.r,'l = Az A.z', Xy

A.z-A‘m-, A= AP A)\:z:Ax.,.:z-;

supposons donc B d’intégrité et supposons de plus qu’on puisse
prendre .= 1. Alors les remarques précédentes montrent que I'équa-
tion principale est unique et que les coefficients des x7 sont des
polynomes homogénes en ¥, de degré ¢ ou sont identiquement nuls.

Cas ouB EsT UN cores F.— C’est a fortiori un domaine d’intégrité,
et 'on y définit ’équation principale comme I’équation de plus petit
degré a droite, dont le premier coefficient est 1, et dont les autres
coefficients sont des fractions rationnelles en ¢,, ..., £,. Le lemme
de Gauss permet alors de montrer que ces coefficients sont en fait
des polynomes.

TaEOREME : Le polynome principal a droite ® () de x divise fout
polynome W (1) tel que Wr(x) = o, et en particulier le polynome caracté-
ristique

En effet :

W) =2R)e(X) +o(),
Vp(z) =e ¥ (Ry) =e[®(Re) p(Re) + o (Ra)],
d’olt
Wg(z) = op(2).

Le degré de o(2) étant inférieur a celui de ®(2), on a 6(2) = o
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Nous avons ainsi défini et étudié une équation minimale a droite
(et une 4 gauche) pour I’élément général x. Cette équation est vérifiée
par tout élément z€A.

Nous allons maintenant introduire, de la méme fagon, I'équation
minimale d’'un élément particulier.

c. Equations minimales. — Considérons un élément particulier a € A.
L’existence de I'équation caractéristique et de I'équation principale
(4 droite) nous démontre I'existence d’une équation de la forme

djam—deam—l— ... —B,. € =0, avec m=<p et 8,eB.

m, degré de a, est le plus petit possible.
De méme a gauche.

On a ainsi les équations minimales & droite et a gauche de
I'élément a.

20 ALGEBRE SANS ELEMENT UNITE. — On se raméne au cas précédent,
en considérant I'algébre A+, déduite de A en ajoutant e = e, élément
neutre, 4 A. On compléte la base et la loi de multiplication avec :

e=¢y e, ..., en,
Y0 = 0, V(’.zj); Yoﬂ.———a/ln; Y10k=81k;
x+=ux + Epe.
On écrit comme au 1° :

c}f,(.t"‘) = gHn+1) — tf.z"*‘(") L. =0,

équation caractéristique de x+.
Si 'on fait, dans cette équation £, = o, on trouve que x satisfait &
xeq(x) =o,

on obtient donc des résultats analogues a ceux du 1°.

30 REMARQUE. — Les considérations précédentes ont été faites
dans le cas des puissances principales.

Des calculs en tous points analogues peuvent étre développés pour
des puissances non principales.

Ainsi, pour les puissances pleines :

K] 4 on
xz, X%, ceey Xy,

on peut considérer l'opérateur S, qui associe & tout ze€A
Pélément x° € A. Cet opérateur posséde une matrice. On peut écrire
I'équation caractéristique et déterminer des équations analogues
aux équations principales.
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Généralisations et conséquences immédiates.

1° GENERALISATIONS. — Si l'algébre considérée ne contient pas
d’élément unité, on doit supprimer les termes en e dans les formules.

a. Equations minimales. — Soit un élément a d’une algébre A.
S'il existe dans B des éléments :,(¢ =1, ..., p +1) tels qu’une
équation minimale de a soit satisfaite et qu’il n’existe pas d’équation
analogue de plus faible degré, cette équation est alors I’équation
minimale a droite de a et que a est de degré m a droite.

SiT'on peut choisir s, =1, on dit que a est de m'*™ degré a droite.
L’équation est alors unique.

D’ou la conséquence :

Si a est de degré n a droite, tout élément b = a + Be(B€B) est
de degré n a droite.

" DEFINITION. — a, de degré n a droile, est dit canonique si c. = o.
Conséquence : Pourvu que l’algébre contienne un élément unité
et que I'équation .,n— ¢, = o soit résoluble dans B, il existe un
élément B = —’—l tel que b = a + (e soit canonique; b existe toujours
=1
si B est un corps de caractéristique premiére a n.
b. Définitions :
— Une algébre A est dite de degré finis a droife si tout élément a
de A a un degré m, (fini) a droite,.
— Une algebre A est dite de degré principal d (fini) a droite si :
— elle est de degrés finis a droite;
— Vensemble des m, est borné et le plus grand des nombres m, est d.
— une algébre A est dite du p'e™ degré a droite si A tout élément z
de A on peut faire correspondre des éléments o o +deB(g =1, ..., p)
satisfaisant aux propriétés suivantes :
— I’équation

LE— 8 xP—t— .. 8, r€=0
ip)
est vérifiée (cf plus haut);

— la fonction 6, » satisfait aux pfopriétés combinatoires
tq)
formelles communes aux polynomes homogénes de degré ¢ (a plus

de p — 1 variables) sur un domaine d’intégrité D quelconque,
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On dira que cette fonction est un « coefficient de degré ¢ »;

— il n’existe pas d’équation minimale 4 droite de degré inférieur
a p. Cette relation, dite équation principale & droite de A, est alors
unique.

20 CONSEQUENCES IMMEDIATES.

a. Si un élément a est du n'*™¢ degré a droite et si les puissances
principales de a coincident jusqu’au degré n inclus, alors elles coincident
pour tout degré.

b. Si un élément a est du n'*"° degré a droite et si a”a’= a*+7,
p et g étant des entiers rationnels quelconques, de (o, n) bornes exclues,
alors [a] est associatif et commutatif.

¢. — Toute algébre de degré 2 est & puissances associatives.
— Pour qu’une algébre de degré 3 4 droite soit & puissances associa-
tives, il faut et il suffit qu’on ait -

=xx et x22° =z* pour tout ze€ A

— Dans une algebre de degré 4 a droite, pour que [a] soit associative,
il faut et il suffit qu’on ait

aa’ = a’a; aa'=a’a; a’a?=at;

acal=ala’= a°; a’a’= a’.

d. Pour qu’une algébre de degré 4 4 droite et de caractéristique
premiére a 6 soit & puissances associatives, il faut et il suffit qu’on ait

2’ r = xx? et x’x°=x* pour tout de A.

Linéarisation et base canonique.

1° LINEARISATION DE L’EQUATION PRINCIPALE. — Soit A une algébre
du nm degré a droite. D’aprés la définition d’une telle algébre,
pour tout x€ A, nous pouvons écrire

(En) =8 x4 O 2B+ ...+ Bz}

Alors Raffin (Thése) démontre le résultat suivant :

Dans une algébre A du ni‘m¢ degré sur un anneau B, n éléments
arbitraires satisfont a la linéarisation (L,) de 1’équation principale.
Les coefficients de (L.) sont linéaires et symétriques par rapport
a leurs indices; si ¢ des indices d’un coefficient deviennent égaux,
g ! se met en facteur dans ce coefficient.



ALGEBRES. NON ASSOCIATIVES ET ALGEBRES GENETIQUES. 21

Inversement, si, dans B, la division par n! est toujours possible,
une relation de la forme (L,) suffit pour entrainer une relation de
la forme (E,) — Mémes résultats pour des puissances non principales.

2° BASE CANONIQUE. — Si au lieu de prendre les éléments x, arbi-
traires, on les choisit tels que d,,= o, (on les appellera encore cano-
niques, par extension), alors au second membre de (L,), les n premiers
termes sont nuls. Cela est toujours possible si e existe et si B est un
corps de caractéristique premiére 4 n; de plus, nous avons le résultat
suivant :

Pourvu que dans (E,) d, soit linéaire en z, toute combinaison
linéaire, sur Bi d’éléments canonique de A est un élément canonique

de A.
Ces résultats permettent alors de démontrer le théoréme suivant :

Dans une algébre avec élément unilé e, de degré principal a droite n,
d’ordre m > 2 sur un corps F de caractéristique premiére a n, il exisle
une base e, e, ..., €,_,, telle que :

8., = o, Be,ep=0 @#7),
c’est ce qu’on appelle la base canonique de A.

Ezxemples :

n =2 : dans une algébre de degré 2 sur B =F, avec élément
unité et caractéristique différente de 2, il existe une base {e, e }
telle que :

e}, = Be; ee;+ e,e;= 0.

n=3: alors,

el = m e+ Bye; ele,+ (eie;+ eje;)) e,=ajej+ Yy €;

30 EXEMPLE DE DETERMINATION EFFECTIVE D’UNE BASE CANO-
NIQUE. — Soit une algébre du second degré sur un corps de carac-
téristique différente de 2. Soit @, un élément canonique donné (les hypo-
théses faites entrainent I'existence de a;).

Donc

a)= Qe #o, B.eF.

Soit e, = a,, et prenons un autre €élément canonique a. tel que
a2¢(al)-
Alors
e a4 asey = 2Y31€, -~ Tu€F.
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Soit
eo=— BT ye+ a,
d’ou
€1€+—+ €>€; = 0.

)

Supposons qu’on ait trouvé p —1 éléments indépendants e, ..., €,
tels que :

ee,+e,e,=0 (i<j=2, e, p—1).
Soit a, & (e, ..., €,1), a, étant canonique.
Alors

eap+ ape,=2Ype (i< p; ypeF).

Comme e’ = (,¢, on pose

p—1
Ypt
e,,=——2-me,+ a, et eiep—+ ep ey = 0.

=1

D’ou la base cherchée.

CHAPITRE I11.

ALGEBRES ISOTOPES.

Nous allons maintenant étudier la notion d’algébres isotopes
(cf. Mémoire d’Albert).

Cette notion est intéressante, en particulier elle permet de trouver
certains critéres d’associativité.

Définitions et généralités.

Considérons deux algébres d’ordre n sur un corps F, soient A et A,.

Ces deux algébres étant en particulier deux espaces vectoriels
de dimension n. Sur F, soient E et E,, nous pouvons identifier par
isomorphisme les éléments de E et ceux de E,.

Nous désignerons donc par les mémes symboles les éléments de A
et ceux de A,; nous écrirons :

axr = aRy dans A,
(a, ) = aRY dans A,.
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Nous dirons que A est une isotope de A, s’il existe trois transformations
linéaires non singuliéres P, Q, C felles que :

R{®= PRoC,

z(Q) désignant le transformé par Q de I’élément z.

L’isotopie est une relation d’équivalence : elle est réflexive : pour
le prouver, il suffit de prendre

P=Q=C=1
Elle est symétrique :
Si
R = PR, C, alors R{ .= PR,C
ou encore

Rr = P! R]_‘Q_.C—’.
Elle est transitive :
Si
RO=PRYC, et RP=PR,C,
alors
R = P, R, Ca,

avec P.=P,P, Q.= Q,Q, C. = CC,;

. Nous pouvons donc dire que A et A, sont isotopes I'une de 1’autre.
Nous avons défini I'isotopie & partir des multiplications a droite R..
Nous allons voir quelles conséquences l'isotopie entraine vis-a-vis

des multiplications a gauche L.

Nous avons :
dans A :
ar = aRy=zL,,
ra =al,= xRy;
dans A, :

(ayxr) = aRY) = L
(£1a) = al® = xR,
Posons b = aQ et z = zP.
al{® = zRY = zPR;C = zR,C = (3b)C = bL,C.
D’o
ali®=aQL;C, Va, zeE.
Donc la relation de définition de l’isotopie :

R = PR,y C
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est équivalente a la relation
L= QL,,C.

Les multiplications 4 droite et & gauche jouent donc des roles symé-
triques vis-a-vis de 'isotopie.

Deux algébres équivalentes sont isofopes : En effet, deux algébres
sont dites équivalentes s’il existe une transformation linéaire H non
singuliére telle que :

(¢, ) H=aHax.H, . cest a dire RY'= HR, H™!,

ici 'on a donc P = Q = H, C = H-'. 1l est souvent plus commode
de remplacer A, par une algébre équivalente.

Il en résulte que toutes les isotopes de A sontéquivalentes a I'isotope
de A définie par

R =PR.C, L =Lg,C,

P et C étant non singuliéres.

Cette forme est intéressante, mais il est souvent préférable de définir
Uisotopie principale ds la fagon suivante :

Toutes les isotopes d’une algébre A sont équivalentes & une isotope
principale A,, définie par :
RY'=PR,p, L= QLyy,

P et Q étant non singuliéres.

Cette définition a I’avantage d’étre symétrique a la fois par rapport
a la multiplication a droite, et par rapport a la multiplication & gauche.

Il est facile de voir que l'isotopie principale est une relation d’équi-
valence, donc A et A, sont dites isotopes principales I'une de I’autre.

Enfin tout automorphisme de A est une équivalence de A avec elle-
méme; on a alors :

(a, z) =a.x, R = Ry; L = L.

Il en résulte que :

Une transformation linéaire H sur une algébre A définit un auto-
morphisme de A si et seulement si H n’est pas singuliére et si:

Ryy=H"'R H, Lyy=H-1L.H

(chacune de ces deux relations entrathant I'autre).
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Isotopes avec élément unité.

Soit une algébre A avec élément unité e; soit f un élément non nul
de A; il existe une transformation linéaire non singuliére H, telle
que e = fH.

Alors, puisque : R, = L. = 1, on obtient

R(/O‘= HR.H-!'= Lf;”: HL.H-'=1,

A est donc équivalente 4 une algébre A, possédant f comme élément
unité. Nous somme donc amenés a prouver le résultat suivant :

Soit ¢ un élément non singulier & gauche de A, soit h un élément
non singulier & droite de A; ces hypothéses entrainent I'existence
des transformations linéaires non singuliéres :

P=(R)".  Q=(Ly'.,
Alors I'isotope principale de A définie par
R'=PRyy;  LY'=QLap

a pour élément unité f = g.h.
Réciproquement, toute isotope de A ayant f pour unité est équi-
valente 4 une isotope principale définie comme plus haut avec f = g.h.
Eneflfetsif=g¢.h:

f=gRr="hLg; &g=fP; -h=fQ.
Alors

Rf;”: PR;,=Lf;”=QL =1

8 ’

f est donc l'unité de A,.

Réciproquement définissons une isotope de A, ayant f pour unité,
par
RP'=PRy LYY= QL,y,
d’oli, avec
g=/P, h=fQ,
nous obtenons
R =I1=PR;, L=1=0QL,

Alors h est non singulier 4 droite, g est non singulier 4 gauche et
f=gP1=gR)= g h.

Considérons maintenant deux isotopes principales A et A, ayant
chacune un élément unité,
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Alors, soit
P = (Ry), Q= (Lg)_’

comme précédemment.

P et Q appartiennent alors a T(A); R’ et L!» appartiennent
a T(A); donc T(A,) est contenue dans T(A), et par raison de
symétrie, T(A,) = T(A). Les algébres de transformation de A et de A,
sont donc identiques.

Isotopie et associativité.

Nous allons utiliser la notion d’isotopi€¢ pour en déduire certains
critéres d’associativité.

Nous savons (cf. Albert, Structure of Algebras) que si A est une algébre
associative avec glément unité, R(A) est une algébre et la trans-
formation x — R, est une équivalence de A et de R(A).

a. PREMIER CRITERE D’ASSOCIATIVITE. — Soient R(A) et L(A)
les espaces de multiplication a droite et 4 gauche de A. A est associative
si et seulement si :

RL = LR

pour tout ReR(A) et tout LeL(A). En effet :
L’égalité de définition de I'associativité étant :
(r.a).y =ux.(a.y),
quels que soient x, a, y€A, elle équivaut a
(aly) Ry=x(aR,) = aR,L,, cest-adire L,R,= R, L,

b. THEOREME FONDAMENTAL. — Une algébre A possédant un élément
unité est associative si et seulement si loule isolope de A possédant
un élément unité est associative el équivalente a A.

Démonsiration. — Supposons A associative : alors
R: R, = Ry, LyL,=L,, pourtoutxz,yeA.

Un élément x de A est non singulier & droite si et seulement s’il a
un inverse dans A, ce qui entraine que x est également non singulier
a gauche, ‘

Alors

Ry1= (Ry)™, Lo—1= (Lg)—t
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Soit A, une isotope principale de A, et supposons qﬁe A, a un élément
unité. Reprenant les notations du paragraphe précédent :

P:Rh—i; Q:Lg—x:
rQ=uxl;=g"".x,
PRsz R},—x R'Q': Rh—ig—l e

D’autre part f~'=(g.h)"'=h—t.g'.

Donc .
R = R -1 .
De méme,
L= Lg:1Lp= LetLyp—i= Ly a1 g et LV == Ly p-u.
Donc

R(A) =R(A):  L(As) =L(A),
ROVLYO = LIORY"  pour tout x, y € A.

A, est donc associative; puisque A, a un élément unité, A, est
équivalente 4 R(A,); comme R(A,) = R(A) et puisque R(A) est
équivalente 4 A, A et A, sont équivalentes. R

La réciproque du théoréme est immédiate d’aprés la partie directe.

¢’. R(A) PEUT-ELLE ETRE UNE ALGEBRE SANS QUE A SOIT ASSO-
CIATIVE ?

Il est logique de se demander si, lorsque R(A) est une algébre,
A est nécessairement associative.

Nous avons alors les résultats suivants :

— Une algébre A ayant un élément unité a gauche est associalive
si el seulement si R(A) est une algébre. De plus, la représentation x — R,
est alors une équivalence de A et R (A).

En effet,
e.r =eR,=ux; .
(e.xr).y=x.y=eR, Ry=c.(xr.y)=¢eRy, et Ry, €R(A).

Dot R.,,=R.R,, A est équivalente & R(A) et est associative,

La réciproque est déja connue.

— Supposons que A ef R(A) soient des algébres et que A ait un élément
non singulier a gauche. Alors A posséde une isotope principale assao~
ciative A, qui est équivalente a R(A), et don f est élément unité a gauche.

En effet, définissons A, :

R =Ryq, Q=(Lp)".
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Alors
L = QLy= (Ly)~*La,
d’ol

A, a donc [ pour élément unité a gauche. Mais R(A) = R(A,),
et le théoréme précédent démontre le résultat cherché.

— Soit A une algébre associative d’ordre n>1 sur un corps
infini F, et supposons que A ait un élément unité e; alors R(A) est
une algeébre.

Nous allons prouver qu’il existe, dans ces conditions, une isotope
non associative A, de A telle que R(A,) = R(A), ce qui répond
au probléme soulevé,

En effet, d’aprés un résultat d’Albert (Structure of Algebras), il existe
une transformation linéaire U n’appartenant pas a L (A) et un
élément a € A tels que :

UR,— R,U # o.

Toute transformation linéaire pouvant s’écrire

U=iExSi
1

(S:) étant une base de (F),, il existe alors (n,) €F tels que Q =Zn, S,
soit non singuliére et QR,2 R,.Q.
Définissons A, par R?’= R,q. Alors R(A,) = R(A);

D’autre part : L{’= QL,; L)'= Q ne commute pas avec R} .
Donc A, n’est pas associative.

Isotopie et commutativité.

Une algébre A est dite commutative si et seulement si

a.x=aRy=2x.a = ale,

c’est-a-dire R, = L, pour tout z € A, Soit donc A, une isotope principale
de l'algébre A supposée quelconque; alors A, est commutative si’
et seulement si :

PRyg= QL,p pour tout z€A.
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Soit y =2zP et £Q = yP-'Q = yS, avec S = P-'Q. La commutativité
de A, s’écrit alors :

R,s=SL, pour tout yeA.

Nous avons le résultat suivant :

Soit A une algébre avec élément unité a gauche, ayant de plus
un élément f non singulier & droite, tel que :

x(y.f)=y.(x.f) pourtout.r, y€A.
Considérons les isotopes principales de A définies par

R = PRxPnf,

P étant une transformation linéaire non singuliére.

Les hypothéses faites entrainent la commutativité de ces isotopes
principales, et toute isotope commutative de A leur est équivalente.
En effet, posons Q = PR, S = R,=P—'(Q. La relation

e{y.fr=y-(2.f) entraine z(yS)=xRrL,,

qui est équivalente 4 R,, = SL, puisque I’existence de e entraine S=R,
A, est commutative.

Isotopie et algébres a division.

Une algébre A est dite algébre & division s’il n’y a pas dans A
de diviseurs de o. Alors tout élément non nul de A est a la fois non
singulier &4 droite et 4 gauche. D’aprés ce qui précede, nous pouvons
affirmer que :

Toute algébre a division est I'isotope d’une algébre a division possé-
dant un élément unité.
D’autre part :

Si A est une algébre a division, toute R, définie pour r= o est
non singuliére et fR,=o est équivalent 4 f=o. La représen-
tation R—fR de R(A) sur A est non singuliére pour tout f2o.
Il en est de méme pour

PRC > fPRC

si P et C sont non singuliéres.

MEMORIAL DFS SC. MATH, — N° 162, 3
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Nous avons alors le théoréme suivant :

Soit f un élément non nul de A, algébre a division, et soient P et Q

des transformations linéaires non singuliéres telles qu’il existe R€ R(A)
vérifiant :

PRQ =1I.

Alors algébre A, définie par (a, fS) = aS pour fout S de P R(A) Q esl
isotope de A el posséde f comme élément unité. Les algébres a division
non associatives ne vérifient pas la plupart des propriétés des algébres
associatives a division.

Ainsi le polynome minimal 4 droite d’un élément peut étre réductible
dans une algébre 4 division non associative.

Nous avons cependant les résultats suivants :

— Soit @(2) le polynome minimal a droite de be A, A étant une
algébre a division avec élément unité e. Si ®(2) est réductible
de degré ¢ > 1, il ne peut avoir de facteur linéaire.

S’il n’en était pas ainsi, on aurait

DO =W() (h—a)
et

®p(b) = e®(Ry) =[e U (Ry) ] (Ry—al) = Wy(b) (b—ae) =o0,

ce qui est impossible puisque Wg(b) Z o et b—aze = o,

— Soit A une algébre a division sur F ayant un élément unité e,
et soit be A, n’appartenant pas 4 F. Il existe alors une isotope A,
de A telle que : A, ait un élément unité, R(A,) = R(A), et le polynome
minimal 4-droite de b soit irréductible.

En effet, soit @ () = I1(2) ¥ (?) avec W (2) irréductible de degré > 1.
Alors

®p(b) =e®(Ry) =ell(Ry) W(Ry) = fY(Rp) =0,

ot f=ell(Ry) =Mx(b) Z o.
Considérons l'isotope A, de A définie dans le théoréme page 26
avec P = Q =1, R{A,) = R(A), f étant I'élément unité de A,. Alors

SW(Rp) =Ug(d) =0 dans A,.

Dans A,, le polynome minimal & droite de b divise alors W () et est
donc identique & ce polynome irréductible.
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CHAPITRE 1V.
DUPLICATION DES ALGEBRES LINEAIRES.
Définition de la duplication.

Soit une algébre A d’ordre n sur un corps F, dont la base est

€1y ey €py

e, e,=27,",eﬂ.

Définissons A’ de la facon suivante : A’ est une algébre dont les éléments
de base sont notés ¢, (i=1, ..., n;j=1, ..., n), avec pour loi
de multiplication :

avec la table :

81 8rs =Z Yegh Yrst 8kty
At
A’ est donc définie sur le méme corps f et engendrée par les (fi)).
A’ est dite déduite par duplication de A.

Si A est commutative on ne distingue pas g¢,, et g,; A’ est alors

n(n-+1)

d’ordre , et est commutative.

Si A n’est pas commutative, A’ nel’est pasnon plus et a pour ordre r’.
11 est possible cependant d’obtenir a partir d’une algébre A commu-
tative une algébre A’ non commutative, ou « partiellement commu-
tative », et cela par des distinctions formelles : on distingue formel-
lement g,, et g,,, quels que soient i et j, ou, par exemple, on pose g,, = ¢»
et g, % g, pour tout autre couple (i, j). On obtient alors des algebres A’

. 1
de tous ordres compris entre n’ et - n(n +1).

Propriétés de la duplication.

Définissons maintenant deux correspondances entre A’ et A.
Soit donc

’ ’ )
reA': x =ZE,/g1,.
L)
Dans une premiére correspondance, nous associons a z' I'’élément x

de A qui s’écrit
Yy
x =2‘ 5,e e
L}

11 est facile de voir que cette correspondance est un isomorphisme.
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Dans une seconde correspondance, nous associons a z' I'élément z
ainsi défini :

&yeA’ —>H(g,) =ete/=ZY1/Lel-€A;
, , N, ~
z'>H(z') =Z;:;<ZY1M6L>,
1,) A
xz=H(z") =2(251/‘ﬁﬂ.> ef.

R \u1y

Cette correspondance est un homomorphisme, mais, n’étant pas bijec-
tive, n’est pas un isomorphisme.

En fait H est un homomorphisme de A’ sur A’ puisque les ¢ e,
engendrent A’. Nous appellerons Q' le noyau de H. Nous en déduisons
deux théorémes.

PREMIER THEOREME. — Pour former un produil, une puissance,
ou une suile de produils dans A’, on peut effectuer ces opérations sur
les homomorphes dans A, en repassant a la fin & U'isomorphe du résuliat
dans A'.

Exemple :

xr —2»1/3117 7'=2"lr¢e,u
.Z‘} —Zsll'ﬁ/lleluz"hs\'latply

z',}” =Z El/ G Yk Yrse 8kt

DEUXIEME THEOREME. — Pourvu que n soif > 1 le noyau Q' est £ {o }.
D’autre part, Q' est une sous-algébre invariante de A’', et A'— Q' est
isomorphe a A?. Enfin, Q'A' = o.

En effet, pour n>1 les éléments 27, s+ sont en nombre plus

grand que n, donc ne sont pas linéairement indépendants. D’aprés
les propriétés générales des homomorphismes ' est invariante
et A’'— Q' est isomorphe & A°,

Soit w' € Q'
w =251/é’l,,

(o) =Y <ZEUT!/I:> e
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Comme H(w') =0, on a

251/Yi/k= o, v k.
7

Soit g,, un élément de la base de A’ :

' grs =Z Ei/gz, 8rs =2 £, (Z Yk Yr.slgkl)
1,7 i) Kt

'-O'é’:-s=2 (ZEI[YI//\) Yrst &kt = O,
kit \iy

d’ou Q'A'=o.

TROISIEME THEOREME. — Si fout élément x de A x =2£,el satisfait

13

a une identilé de la forme f(x,t)=o, loul élément a:,’=2£,,gl,
1y

de A’ satisfait a
‘z',f('z"7 251/\'1/1.) =0; f((l", zEl/Yl/k) z'=o,

Si la multiplication est associative ou commuiative dans A et non dans A/,
celte derniére fonction f est susceplible de plusieurs inlerprétations.

Supposons donc que €A vérifie :
f(.Z‘, Ei) =0,

olt f est un polynome en z dont les coefficients sont des fonctions
des coordonnées de x. Formons f<x’, 2’—;,,1', ,L) de la méme fagon
que f(z,%) 4 partir de z' et des coordonnées de son homomorphe.
L’homomorphe de I'élément f(x’, EEUYUA)EA.I est alors o. Donc,

'T’f("t’, ZEt,qu) =o,
f<-73'7 2 Et/‘{m) .z’ =o.

Exemples de polynomes :

a. quand le produit est associatif

ax + Bx+ Yy + Bt S, ..
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b. quand le produit est commutatif et non associatif :
ax + 3L+ YLl St e’ 2. ..
¢. quand le produit n’est ni associatif ni commutatif :

axr + 307+ Y2 4 F eI e

Conservation des propriétés par duplication.

PREMIER THEOREME. — En excluant les « algébres partiellement
commulatives », effectuons sur A une transformation linéaire donnant
une algébre A ; alors A, (déduite par duplication de A,) est une transformée
linéaire de A’.

En particulier si A et A, sont isomorphes, A, el A’ sont isomorphes.

DEuxiEME THEOREME. — Formons le produit direct B de deux

algébres A et A,; Ualgébre B’ déduite par duplication est le produit
direct de A’ et de A,

Nous verrons dans la partie « Algébres génétiques », d’autres pro-
priétés conservées par la duplication, et I'utilisation de cette notion.

CHAPITRE V.

ELEMENTS IDEMPOTENTS ET NILPOTENTS.
ENSEMBLES NILPOTENTS. RADICAL.

Nous allons d’abord rappeler sur ce sujet les définitions et propriétés
générales des algebres associatives, et voir ensuite ce qu’on a pu définir
et étudier dans les algébres non associatives quelconques.

Cas des algébres associatives.

Donnons d’abord la définition d’une zéro-algébre : une algébre A
sur F est dite zéro-algébre si ab = o pour tout a, b€ A. On sait qu'une -
algébre d’ordre 1 sur F est soit équivalente &4 F, soit zéro-algébre
sur F.

19 ELEMENTS IDEMPOTENTS.

a. Un élément e de A est dit idempofent sieZoetsie’=e,
Deux éléments idempotents sont dits orthogonduz lorsque eu = ue=o
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Nous avons alors les propriétés suivantes :

— Sait e et u deux idempotents distincts tels que eu = ue=u.
Alors nous avons : e = u + », ot v est un idempotent orthogonal a'u,
et 'on a ev = ve = .

— Soit A une algebre a élément unité e. Si A s’écrit sous la forme

A=Bi+...+ Bl)

ou B, est un idéal a gauche, nous avons

e=e;+...+ ey e, €B,,

avec B, = A ¢, et les ¢, sont des idempotents deux 4 deux orthogonaux.
Réciproquement si e peut s’écrire sous la forme ci-dessus d’une somme
d’idempotents deux 4 deux orthogonaux, A est alors la somme directe
des idéaux a gauche B,= Ace,

— Décomposition de Peirce relative 4 un idempotent e :

Si e est un idempotent de A, nous pouvons écrire A sous la forme
d’une somme directe :

A=cAe+el.+ Ree+ S,

oir
L= {x; re =0}, idéal a gauche;
Re={x;ex =0}, idéal a droite;
Se = L.nRe, idéal bilatére.

b. Idempolents principaux. — Un idempotent e€ A est dit principal
s’il n’existe pas dans A d’idempotent orthogonal 4 e.

¢. Idempotents primilifs. — Un idempotent e A est dit primitif
si et seulement si A ne contient pas d’idempotent u2e tel
que eu = ue = u, c'est-a-dire que e est le seul idempotent de eAe.

2: ELEMENTS NILPOTENTS, ALGEBRES NILPOTENTES.

a. Définitions. — Soit z€ A. L’élément x est dit nilpotent §’il existe
un entier p tel que 27 = o. L’entier minimal est appelé I'index de .
Soit une algébre N. N est dite nilpotente d’index p si N”=o avec N"—!'=o0;
c’est-a-dire que pour tout gy, €N : y,... y,= o et qu’il existe x, ..., Tp4
tels que x,, ..., X,1Zo.

Nous en déduisons que toutes les sous-algébres d’une algébre
nilpotente sont nilpotentes. Et que cette algébre posséde un idéal
propre non nul si et seulement si elle n’est pas un zéro-algébre d’ordre 1.
Tous les idéaux d’une algébre nilpotente sont nilpotents.
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Existence et définition du radical.

Tout idéal nilpotent a gauche, a droite, ou bilatére d’une algébre A

est contenu dans un idéal nilpotent maximal unique N; N est le radical
de A.

b. Propriétés.

— Toute algébre A non nilpotente posséde un élément idempotent.

— Soit N 19 radical de A. Alorsle radical de eAeest eNe = NneAe,
le radical de S. est NnS..

— Un idempotent e est principal dans A si et seulement si S, est nul
ou nilpotent.

— Si u est un idempotent non principal de A, il existe un idempotent
principale = u 4 v tel que : eu = ue =u et uv = o.

— 11 en résulte que toute algébre non nilpotente contient un idem-
potent principal.

— Si e est prineipal dans A, ’ensemble eL.. 4 R.e -4 S, est contenu
dans le radical de A.

— Tout idempotent non primitif e de A est la somme d’un nombre
fini d’idempotents deux a deux orthogonaux, primitifs de A, tels
que ee, = e,€ = ¢,

— Soit u un idempotent non principal de A. Alors il existe un idem-

potent principal e tel que e=e,+...+ e pour des idempotents
primitifs deux & deux orthogonaux, avec u=e;+...+4 e (Sci).

30 ALGEBRES SEMI-SIMPLES. — Une algébre A est dite semi-simple
si son radical N est 'idéal zéro.

Une telle algébre n’est manifestement pas nilpotente, elle a donc
un idempotent principal, et d’aprés ce qui précéde, A = eAe; donc e est
élément unité de A. Une algébre semi-simple posséde donc un élément
unité.

D’autre part soit N un idéal propre nilpotent de A. Alors A — N est
semi-simple si et seulement si N est le radical de A. Une algébre A est
dite simple si le seul idéal propre de A est U'idéal zéro el si A n’est pas
une zéro-algébre d’ordre 1. Une algébre simple est donc semi-simple.
De plus une algébre semi-simple peut étre mise sous la forme d’une
somme directe de sous-algébres si et seulement si elle n’est pas simple.

Enfin une algébre A est semi-simple si et seulement si A est ou simple,
ou exprimable sous la forme d’'une somme directe de composantes
simples; celles-ci sont uniques.
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Cas des algébres non associatives.

1° ELEMENTS IDEMPOTENTS. — Les idempotents, idempotents
principaux, idempotents primitifs se définissent comme dans le cas
associatif. Cependant une grande partie des propriétés valables dans
le cas associatif ne le sont pas dans le cas général. Nous verrons dans
le prochain chapitre le cas particulier des algébres de Jordan, pour
lesquelles on peut démontrer de nombreuses propriétés pour les
idempotents.

Nous pouvons voir par exemple, que si une algébre associative
non nilpotente posséde toujours un idempotent, il n’en est pas de méme
pour une algébre quelconque.

20 ELEMENTS NILPOTENTS. — Dans le cas associatif, il est facile
de définir la notion d’élément nilpotent d’index k.

Dans le cas général, cette notion est ambigué.

Nous dirons qu’un élément xe A est nilpotent principal 4 droite
d’index k lorsque z*= o, x* étant la puissance principale a droite
de degré k, k étant minimal.

De méme, nous pouvons définir la notion d’élément nilpotent
principal 4 gauche. Plus généralement, nous pourrons dire que x est
nilpotent de forme S lorsque nous aurons x% = o et x%—15£ o, en dési-
gnant par S;_, toutes les formes de degré 6 — 1, S ayant pour degré .

30 ALGEBRES NILPOTENTES. — Albert a défini, dans I'étude des
algébres non associatives, les notions de solvabilité, nilpotence, et
nilpotence au sens fort.

a. Solvabilité. — Considérons une algébre A, et construisons les sous-
algébres ainsi définies :

AO=A;  AWll=A"; ..., AW=[AG-1],

cey

A" désignant le sous-espace engendré par les produits de deux éléments
quelconques de A.

Nous dirons que A est solvable d’index k s’il existe un entier k> o
tel que A-1>£ o0, AW = o, ‘

Un idéal de A sera dit solvable si c’est I'idéal zéro ou une algébre
solvable.

b. Nilpotence. — Considérons une suite aj, ..., ax de k éléments
de A. Toute suite de cette forme définit un produit d’ordre k neté at®
par : a¥ = aq ou a¥= g;a*~!, Nous dirons que A est nilpotente
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d’index k si tous les produits d’ordre k de cette forme sont nuls et s’il
en existe un d’ordre k— 1 différent de zéro.

¢. Nilpotence au sens forf. — Une algébre A est dite fortement
nilpotente si et seulement si : il existe un entier k tel que tous les
produits de k éléments de A, de quelque maniere qu’'on les associe,
sont nuls.

11 est manifeste qu’une algébre nilpotente au sens fort est a la fois
nilpotente et solvable.

D’autre part, nous allons voir qu’en fait I'introduction de la nllpo-
tence au sens fort est inutile, et que cette notion est équivalente
a4 la notion de nilpotence.

d. Une algébre nilpotente est nilpoltente au sens fort, — Pour le prouver,
introduisons deux notations : notons A’ 'ensemble des combinaisons
linéaires des produits de & éléments de A; notons Al* I’ensemble
des combinaisons linéaires des produits d’attitude « formés d’éléments
de A.

Nous avons :

AT= AAT— L APAT -+ ATA
Alal= AAle—t] Ale—1] A,
Dr’autre part :
APCA%-1 €., . CA2 CA,
AlCAl—1'C .. CANICA.
Comme l'on a
AAYCAS ASACAS,
AAlLICAlRl;  AllA CAlal;

on en déduit que tous ces sous-ensembles sont des idéaux de A.
Nous dirons que A est nilpotente de degré o si

Ad=o, Ai—1£ o,

Nous dirons que A est nilpotente d’attitude « si

Alsl=o,  Altzo.

Si A est nilpotente de degré ¢, tout produit de n éléments, n>, d, est
nul. Considérons un prodult d’altltude a’=06—1. Son degré est tel
que d'> a + 1, ¢’est-a-dire d'> d. A est ‘donc nilpotente d’altitude § —1
au plus. Inversement, si A est mlpotente d’altitude a, considérons
un produit de degré 8 = 2*; son altitude o' est telle que a'>-Log.d’,
c'est-a-dire a’>a. A est donc nilpotente de degré 2* au plus.
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Revenant aux définitions d’Albert, ce que nous venons d’établir
montre que si tout produit d’index k est nul, alors tout produit
de 2f éléments, associés de n’importe quelle maniére, est nul. Ce qui
signifie qu’une algébre nilpotente d’index k est nilpotente au sens fort.

4° PROPRIETES,

a. Solvabilité.

— Soit B un idéal solvable de A ; supposons que A — B soit solvable;
alors A est solvable.

En effet, si A—DB est solvable, il existe un entier k tel
que (A —B)#% = o, c’est-a-dire A®CB. D’autre part, il existe S
tel que BS' = o; donc A4+ CBls' = o, A est solvable.

CoroLLAIRE. — Toute sous-algébre d’une algébre solvable est solvable.

— Tout idéal solvable d’une algébre A quelconque est contenu dans
I'idéal solvable maximal unique S de A. Le seul idéal solvable de A — S
est l'idéal zéro. '

En effet, la somme 2 de deux idéaux B et C de A est évidemment

un idéal de A. La représentation de A sur A — B représente de fagon
homomorphe B + C sur une sous-algébre £ —B de A —B, et C est

homomorphe &4 £ —B. Alors 2 — B est solvable. Il en résulte que 2 est

solvable. La somme de deux idéaux solvables est donc un idéal solvable,
et le résultat annoncé s’en déduit.

b. Nilpotence. — Considérons I'algébre T(A) déja définie; soit B
un sous-espace vectoriel de A ; nous noterons B* 1’algebre des polynomes
de multiplications & droite ou & gauche de A qui correspondent aux
éléments de B. Nous avons alors le résultat suivant :

Un idéal B de A est nilpotent si et seulement si B* est nilpotent.

Tout produit a+!) défini par une suite a,, ..., @iy, 00 @, ..., % €B
est aussi le produit d’ordre k des éléments : b, = a,a- ou a:a;;
bo=ay, ..., by= @+, de B.

Alors a*+1'= o pour tout x=a, de A; mais a*+"==xS,...5
ol S,...S; sont des éléments de B*; donc S;... S;=o0 et B¥ est
nilpotent d’index k au plus. '

Réciproquement, si B* est nilpotent, tous les produits d’ordre k +-1
définis pour les éléments de B sont nuls, et B est nilpotent.
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Nous en déduisons la propriété :

Une algeébre nilpotente est solvable :

Les éléments de A(") sont les sommes finies de produits ax = aR..
Les éléments de A*+) sont les sommes finies de produits ax by
ol ¢s=as,...S;, ou chaque S, est une multiplication a droite,
et bkEAU‘);

a by =alS,;...8;, R(by) =aS;...Si4s.

Si A est nilpotente, il existe un entier £ tel que tout produit de ¢ multi-
plications de A soit nul, et aS,... S,= o; donc A¥ est nul et A est
solvable.

Nous allons maintenant définir les notions d’algébre semi-simple
et de radical.

Dans le cas associatif, en effet, nous avions établi I’existence
du racial en tant qu’idéal nilpotent maximal unique, et nous avions
donné la définition d’une algébre semi-simple a partir de la notion
de radical. Il était ensuite démontré qu’une algébre associative A est
semi-simple, si et seulement si A est simple ou exprimable sous
la forme d’'une somme directe de composantes simples. Dans le cas
général, il sera commode de définir la notion d’algébre semi-simple
par la condition ci-dessus, et de définir ensuite, & partir de cela, le radical
d’une algébre non associative.

Algébres semi-simples. Radical.

Nous dirons donc qu’une algébre non associative quelconque est
simple si son unique idéal propre est 1’idéal zéro et si A n’est pas
une zéro-algebre d’ordre 1. Une algébre quelconque est semi-simple
si elle est somme directe d’algébres simples.

Nous allons voir qu'une algébre homomorphe a une algébre semi-
simple posséde un idéal N que nous appellerons son radical, et qui est
tel que A — N soit semi-simple; N est alors contenu dans tout idéal B
de A pour lequel A — B est semi-simple.

Nous verrons a quelle condition une algébre quelconque est homo-
morphe & une algébre semi-simple, et de plus, nous démontrerons
que I'idéal solvable maximal de A est contenu dans son radical.

1° LEMMES FONDAMENTAUX. — Considérons l'algébre T(A) déja
définie. Notons X un ensemble quelconque de transformations
linéaires S sur A; AZ est le sous-espace vectoriel de A engendré par
les images aS des éléments a de A. Soit 9t le radical de T (A) — cette
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algébre est en effet associative; I’ensemble A9t est un idéal propre
de A, et AIL = o si et seulement si 9T = o.

Ces notations étant définies, considérons un sous-espace vectoriel B
de A; supposons B d’ordre m; il existe donc un idempotent E de rang m
dans I'algébre des transformations linéaires sur A tel que :

B = \E,

B est idéal de A si et seulement si :

ET(A) =ET(A)E,
soit
S=T(A)EnT(A).

Alors X est un-idéal de T (A), et nous considérons 1’algébre T(A) — 3.

Lemme 1. — L’algébre T (A—B) est équivalente a T (A)—Z.
En effet, soit a€A, et notons (a; =a+B. Soit TeT(A);

alors {aT} = aT 4 B est un ensemble qui ne dépend pas de A.
Considérons alors I'application :

a—>'aT|=1a,T,,

c’est par conséquent une transformation T, de A—B déterminée
de facon unique pour tout TeT(A); de plus, elle est linéaire. Nous
avons alors défini une correspondance T — T, de T(A) sur un
ensemble L, de transformations linéaires T, sur A —B. Il est facile
de voir que cette correspondance est un homomorphisme, d’aprés
sa définition méme.

On voit également que T(A—B)cL,, et que X est I'idéal formé
de toutes les transformations T de T (A) telles que T, = o.

11 en résulte que T (A) — X est équivalente 4 T(A —B).

LemME 2. — L’algébre T (A) est semi-simple si et seulement si A est
soit semi-simple, soil zéro-algébre, soit somme direcie d’une algébre
semi-simple el d’une zéro-algébre.

Pour la démonstration, voir les articles d’Albert.

20 RADICAL D’'UNE ALGEBRE HOMOMORPHE A UNE ALGEBRE SEMI-
simpLE. — Toute algebre A homomorphe 4 une algébre semi-simple
‘posséde un idéal N tel que A — N soit semi-simple, et tel que N soit
contenu dans tout idéal B de A pour lequel A —B est semi-simple,

En effet il y a deux possibilités : ou A— A9t est semi-simple,
et A9U est le radical de A; ou A—AI est somme directe d’une
algébre semi-simple et d’'une zéro-algebre N, =N — AJt, et N- est
le radical de A. -



42 M. BERTRAND.

Voyons la démonstration de ces résultats.

Puisque A est homomorphe & une algébre semi-simple A,, il existe
un idéal B de A qui a pour image O dans I’homomorphisme envisagé.
Alors A —B est équivalente a A,. Si A — B est semi-simple, T(A —B)
Iest aussi d’apres le lemme 2, et T(A) — 2 est simple également
d’aprés le lemme 1. Alors 2 contient 9. De plus,

B=ALE; 2=T(A)E=EE:
I =I9LE et AIL=AILEcAIS=AZE et A cB.

A 9 est donc contenu dans tout idéal B de A tel que A —B soit semi-
simple. Donc le radical N de A contient A9t ; d’autre part, A—B est
équivalente & (A —A9t) — (B— A1) et A— AL n’est pas une zéro-
algébre.

Si A— A9 est semi-simple, alors A9t = N. Si A— A9t n’est pas
semi-simple, posons A,=A-—A9; alors A,=C + N,, oit C est
semi-simple et N, est une zéro-algébre; de plus B— A9 = B, est
un idéal de A, tel que A,— B, est semi-simple.

D’aprés les hypothéses faites, B,>N,, et B contient N défini
par N,= N — A9, N est le radical de A.

30 Cas ou A— A9l EST UNE ZERO-ALGEBRE.

a. TuEorEME. — Pour que A soit homomorphe a une algébre semi-
simple, il faut et il suffit que A— A9t ne soit pas une zéro-algébre.

En effet, d’aprés le paragraphe précédent, pour que A —B soit
équivalente 4 (A —A 91) — (B — Aa), il faut et il suffit que A — A9
ne soit pas une zéro-algébre.

b. Cas ott A — A 9t est une zéro-algébre.

Si A — A 9 est une zéro-algébre, et siB est un idéal de A, I'algébre A—B
est zéro-algébre si et seulement si B contient A9,

Si A — A9t est une zéro-algébre, la condition «A — B est zéro-
algébre » est équivalente & T(A —B) = T(A) — 2 pour un idéal X
de T(A). Alors, d’apreés le lemme 2, T(A)—2 est semi-simple,
3 contient 9t, A X contient A 91, et est contenu dans B.

Radical et idéal solvable maximal.

a. L’idéal solvable mazimal d’une algébre semi-simple est 'idéal zéro.,

Considérons le carré de A, déja noté A”; c’est un idéal de A; si A est
simple, ce n’est pas une zéro-algébre, et par suite A~ = A.

Si A est semi-simple, nous avons A = A, 4..+ A, ou les A, sont
simples; AV2A;"=A,, donc A”2DA et A”= A, Si donc A est semi-
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simple, tout idéal B de A est semi-simple, et B” = B. B ne peut alors
étre solvable, et I’idéal solvable maximal de A est zéro.

b. L’idéal solvable maximal de toule algebre A est contenu dans
son radical.

Si§S est un idéal solvable de A et N le radical de A, I'application de A
sur A — N représente S de facon homomorphe sur un sous-espace S,
de A—N. Alors S, est solvable dans A —N, qui est semi-simple,
donc S, = o et S est contenu dans N. En général le radical de A et son
idéal solvable maximal ne sont pas confondus et I'inclusion est stricte.

Nous avons cependant le résultat suivant :

c. Soient A une algébre homomorphe & une algébre semi-simple,
9 le radical de T (A), et supposons que T (A) — 9 soit simple. Alors N,
radical de A, est un idéal nilpoleni de A; N est lensemble de tous les
éléments y de A lels que R, el L, soient dans 9, A —N est simple.

Pour cette démonstration, voir Albert.

Nous voyons donc que les notions de solvabilité et de nilpotence
ne sont pas équivalents dans le cas général. Nous allons traiter dans
le prochain chapitre le cas particulier des algébres de Jordan, qui
ne sont pas associatives, mais pour lesquelles cependant la solvabilité
entraine la nilpotence, et I'idéal solvable maximal est identique
au radical.

CHAPITRE VL

ALGEBRES DE JORDAN.

Définitions et identités fondamentales.

1° DEFINITION. — Une algeébre A sur un corps F est dite « algebre
de Jordan » lorsque A est commutative, et si pour tout couple (a, u)
d’éléments de A :

a’(ua) =(a’u)a.

2¢ IDENTITES FONDAMENTALES. — La définition entraine immé-
diatement les relations

Rr= Ly; Rx2Ry = Ry Rae.
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11 est facile d’en déduire également :

2(Ryy R, — RyeRyy) + RusRy — R, R =0,
ReyRz=+ Ry Ry + R, Ri=R,R. + R, Re;+ ReR,y
Rivy).= ReRy + R, Ro.+ R Ryy — (RyR_R, + Ry R_Ry),
Rieyr.= R _R.+ R Ry +ReyR,— (R.R.R, + R, R:Ry)

et enfin
Rim) — Rzpo— (R;Ro— R:R:)R, — R, (R;R.— RzR.).

30 CONSEQUENCES.

a. Une algébre de Jordan est a puissances associatives.

Nous allons prouver que toute algébre [x] est associative.

Les transformations R, et R,. engendrent une algébre commu-
tative et associative. Notons z'+'=z'z les puissances principales
A droite. L’avant-derniére identité du 2° nous donne

R(x+')=2R(x')R(x)+ R(2’) R(z!-1)
— [R(xet=1) R(x’) + R(x )" R(zi-1)]
pour tout £> 2
Pourt=2:
R(x')=3R(x’) R(x) —2R(2}).

11 en résulte que R.» appartient & I’algébre engendrée par R. et Rq.,
donc, de proche en proche, tout R, lui appartient. Donc

R{x*) R(x!) = R(xt) R(z*)

pour tout couple d’entiers positifs s et &
Pour {>1 : z2'=xx'~'x, d’on

rixt=xR(rt—1) R(x*) = x R(2*) R(xi—1) = gs+1gt—1,

D’ou r+—1x = xs+! pour s, { entiers positifs. Ce qui signifie que tout
« produit non associatif de degré m » est égal a x.

L’algébre [r] est donc associative.

En particulier, I'expression « x est nilpotent » ne préte plus
a confusion.

b. Idempotents d’'une algébre de Jordan. — Une algebre associative
non nilpotente possédant toujours un idempotent, nous en déduisons
le résultat suivant : Si une algébre de Jordan posséde un élément non
nilpotent, elle posséde un idempotent.
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L’identité
R(23) =3R(2°) R(z) —2R(2?),

ou I'on fait x = e idempotent entraine
2R}—3R2+ R, = o.

. . . ST 1
Les racines de I'équation caractéristique de R. sont donc o, 30 b

Algeébres de Jordan solvables nilpotentes. Radical.

1° UNE ALGEBRE DE JORDAN SOLVABLE EST NILPOTENTE.

Nous avons donné dans le chapitre précédent les définitions des
différentes notions introduites par Albert : solvabilité, nilpotence,
nilpotence au sens fort, et nous avons vu les relations qui existent
dans le cas général entre ces notions. Il se trouve qu’ici, dans le cas
d’une algébre de Jordan, toutes ces notions se réduisent 4 une seule.

Albert démontre en effet le théoréme suivant :

Soit B une sous-algébre solvable d’une algébre de Jordan sur un corpsF
de caractéristique différente de 2. Alors B* est nilpolente.

Il est en effet facile de voir par récurrence que l'algébre B* est
nilpotente, et par conséquent B est nilpotente. 11 en résulte que foule
algebre de Jordan solvable est nilpotente.

D’autre part, nous savons que toute algébre associative formée
d’éléments nilpotents est nilpotente.

Il est possible de démontrer un résultat analogue pour les algébres
de Jordan.

20 UNE ALGEBRE DE JORDAN CONSTITUEE D’ELEMENTS NILPOTENTS
EST NILPOTENTE,

Pour démontrer cela, nous utilisons une suite de lemmes.

Soit B une sous-algébre de A, algébre de Jordan. Soit B = AE,
ot E est un élément idempotent dont le rang est I'ordre de B. Considérons
Iensemble des transformations linéaires sur A felles que EL = ELE,
Soit £y cet ensemble : c’est une algébre associative.

Nous avons alors les résultats suivants :

— Soit a€A; pour que aB* soit contenu dans B (aB* désignant
I’ensemble des transformés de a par les éléments de B*) il faut et il suffit
que R, appartienne a L;.

MEMORIAL DES S0, MATH, — N° 162. 4
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— Soit R,eLs. Alors R R;, R,Ru, et Ray, appartiennent
a L, quels que soient b € B et k entier positif.

Ce résultat se démontre par récurrence sur k, et en utilisant les
identités valables dans une algébre de Jordan.

— Soit R,e€Ly, beB, ¢ = a’b. Alors R, et R..€L,.

— Enfin, soit R, et R..€Ly. Alors R+eLy pour tout entier
positif k.

Nous en déduisons le résultat cherché :

Soit une algébre de Jordan. A sur un corps F de caractéristique
différente de 2. Alors si lous les élémenis de A sont nilpolents, A est
nilpolente.

En effet, nous allons démontrer que A est solvable, donc nilpotente.

Le résultat est évident pour les algebres d’ordre 1; supposons donc
que le théoréme est vrai pour les algebres d’ordre << n.

Si I'algebre A considérée est engendrée par un seul élément, la nilpo-
tence de cet élément entraine la solvabilité de A. Dans le cas contraire,
il existe dans A une sous-algebre propre maximale B. Les éléments
de B sont nilpotents, et puisque B est d’ordre inférieur a n, ordre
de A, I’hypothése de récurrence entraine la solvabilité de B.

Si ABCB, B est un idéal de A, B est solvable, A—B également,
et A est solvable. Si AB n’est pas contenu dans B, considérons
I’algébre B*; B étant solvable, B* est nilpotente, et il existe un entier k
tel que B* = o, Alors AB* = o, AB*CB, AB* n’est pas contenu
dans B, et il existe un entier { tel que o << k,, et AB* ne soit
pas contenu dans B et AB"+'" le soit. Il existe alors un élément x
de AB* n’appartenant pas & B tel que tB*CB. Si 2’B n’est pas
contenu dans B, il existe un élément b€ B tel que y = =’ b n’appartient
pas 4 B. Les lemmes précédents nous disent alors que yB* CB, y’B*CB.
Il existe donc un élément z' n’appartenant pas a B, tel que zBCB;
z’BCB. Alors zB* CB quel que soit k entier positif.

L’algébre engendrée par z et B a B pour idéal, elle est contenue
dans A et contient strictement B, donc pour hypothése, c’est A elle-
méme. B est done un idéal de A, ce qui est contraire a 'hypotheése.

30 TRACE D'UN ELEMENT. — Pour utiliser Ia notion de trace dans
I’étude de la solvabilité, il faut supposer que la caractéristique du corps
de base est telle que la transformation identique n’ait pas pour trace
zéro. Nous supposerons donc que F n’est pas modulaire, ce qui nous
permettra de ne pas nous préoccuper de la caractéristique. Soit donc x
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un élément de A; nous noterons t(x) = tr(R.) la trace de z, c’est-a-
dire la trace de la matrice de R..

Nous avons alors le résultat suivant :

Soit N, Uensemble des éléments x d’une algébre de Jordan

lels que v(xa) = o pour tout ac A. Alors N, est I'idéal solvable maximal
de A.

Tout d’abord, cet ensemble n’est pas vide. De plus, 7(R.) est une
fonction linéaire et si x, yeN,, z= iz + pyeN, avec 2, p.€F.
D’autre part, si reN,, beA, alors zbeN,. En effet, 7(x.ab) = o.
De plus, en nous reportant aux identités fondamentales, nous
voyons que :
B(.z'a)b - R.‘v(ab) = ST — TS;
et donc que

T(Raa.s) =T (Rr.ab),

N, est donc un idéal de A,

Si N, n’était pas solvable, il existerait un élément idempotent e tel
que e€N, et t(ee) =7 (€) = o, ce qui est impossible d’aprés I'étude
des idempotents d’une algeébre de Jordan.

Enfin si N est un idéal solvable de A, N est contenu dans N,; en effet,
soit reN et aeA; alors zaeN, R, est nilpotent et t(za) = o;
donc xeN,.

4° RADICAL D'UNE ALGEBRE DE JorDAN. — Nous avons défini
au chapitre précédent le radical d’une algeébre non associative comme
I'idéal minimal N, tel que A — N, soit somme directe d’algébres
simples. I nous sera ici utile pour ce qui va suivre de définir différem-
ment le radical d’'une algébre de Jordan, et nous identifierons par
la suite les deux définitions dans ce cas particulier.

Nous appellerons radical de A l'idéal solvable maximal N de A,
et nous dirons que A est semi-simple quand N = o. Nous avons
alors le résultat suivant : si N est le radical de A, A — N est semi-simple. .

En effet, si N, est le radical de A,= A — N, il existe un idéal M
correspondant dans A tel que M2 N, et M — N = N,. Puisque N, est
solvable, et N également, il en est de méme de M; donc M =N,
et No= o.

Nous allons voir maintenant une étude plus détaillée des idempo-
tents et des sous-algébres qu’on définit & partir d’eux. Les algébres
de Jordan, en effet, ont de nombreuses propriétés relatives aux idem-
potents, que ne possédent pas les algébres non associatives quelconques.
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Idempotentes d’une algébre de Jordan. Etude des décomposi-
tions possibles.

1°© DECOMPOSITION RELATIVE A UN IDEMPOTENT. — Nous avons
écrit plus haut la décomposition de A sous la forme :

\

)+ Ae (o),

1
2

A= A1)+ .—\g(
ce qui signifie que pour tout a€A :
a = ac(1) + a(%) + ac(0),
avec, en utilisant les identités valables dans une algébre de Jordan :

ae(%)=4ea—4e(ea) = 4a(R.— R}),

ag(1) =ea_l,ae(‘;‘> =a(2R;— Re),

ac(0) =a— ae(§> — ae(1) = a(I —3R.+2RY).

1
2

a. Etude des sous-espaces A.(1), Ae( ), A.(0). — Nous allons

démontrer les résultats suivants : A.(1) et A.(o) sont des sous-algébres
orthogonales de A :

Ae(3) £+ Ae o),

Ao (1) Ae(';‘)SAe<;‘)7
Ae(0) Ae(3 ) ac(3)-
En effet :

Démontrons que Ae(éyEAe(l) + A.(0).
Sia, beAe(§>, alors eq = ‘-:-a;. eb = i— b, et en utilisant :

R(ab)e—_— I'{a(be)'f' (Re Rge— R, Re) Bb— Rb(Re R.— R, Re)y

nous avons
I

i= L Yab —
(ab) Ri= 2e(ab)+ 2ab y

ab + %e (ab),

d’oi
(ab) R = (ab) R,,
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c’est-a-dire que ab (R;— R.) = o, ce qui entraine I'inclusion cherchée :
Démontrons maintenant que A.(o) et A.(1) sont des sous-algébres.
Soit a, be A.(0); alors (ab) R} = o; soit

c=ab: c.(1)=—cR,; ce<%>=—4ce(l);

comme l'intersection de A.(1) et de Ae< %) est zéro, nous avons

ce(1) = ce(%) =0, doi c¢=abeA.(o).
Soit a, beA.(1); alors :
(ab) R, = (ab) e + ab — ab — ba + (ab) e,
(ab)R.= (ab) e — ab,
2(ab) R;= 4(ab) R;—»(ab) R,
= (ab) (3R, — R,),
d’ol (adb) R. = (ab) R., et enfin :
ab = (ab) R, et abe A.(1).
A (o) ef A.(1) sont des sous-algébres orthogonales.
Soient donc a€ A.(1) et b€ A. (o). Nous avons
R Ree—+ Rae Re= Ree Ry + Re Roe+ Re Rae.

D’Ol‘l Ru Re = Re R(l-
D’autre part :

Ra= Rige)e= Bae Re+ Rae R+ Ree Ra— R Re Re— Re R R,
=3R,R.— R, R.— R Rps= R, 3R,— 2R, R;).

Mais be = bR.= o.

Dot ba = bR.(3Ra— 2Ra R,) = 0.
Enfin
Ae(x)Ae(é)sAe(g); Ae(o)Ae(é)EA((i).
Soient
aeA.() beAe(é);
Alors

b

ea=a; eb =

S
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et
(ab) R: = ; (ab) Ro+ ab — ab — %ab + %(ab)e
= (ab) Ro— %ab,
(ab) =4(ab) (Re—R2),  donc abeA,,(%)-
Soit
aelA.(0); beAg(%>; ea = o0; eb=§b;
alors
(ab) R% = %(ab) Re— %ab + %(ab) R,
et
ab = 4ab(Ro— R2); abeAe<£>-
b. Etude du radical de ces sous-espaces. — Nous avons d’abord

le résultat suivant : Soit aeA‘,(%)- Alors t(a) = o. De plus,
Soit beA.(=); posons ¢ = ab; alors
2 -

¢ =c.(1)+c.(0); t[ce(1)] = t[ce(0)].

I .
En effet : ae = ;4 entraine

tla) =1t(2ae) =t[4(ae) e]=1(fae’)= t(4ae);
t(a) =21(a)=o.
t(ab) = 21t[(ae) b] =27[e(ab)] = 21{c.(1)];
t(ab) =1(c) = t[ce(1)] + 7[ce(0)].

D’autre part :
Soit yeAe(é), avec
ya=c =ce(1) +c.(0) pour tout ae Ae<%),
alors y appartient ay radical de A si et seulement si

t[ce(0)] =0 ou t[ce(1)] =0 pour tout a € Ac(§>-
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Ce résultat vient du précédent, et du fait que y appartient au radical

de A si et seulement si 7 [ac (g) -y] = o. Enfin nous établissons le théo-
réme suivant :

Le radical N.(2) de A.(2) est I'intersection de N el de A.(}) pour 4 = o, 1.
Soient donc a€A.(1) + A.(o), et beA.

b= bo(1)+ b(%) + 8, (0),

T(ab) = z[ab.(1)] + t[ab, (0)],
puisque
ae (1) + Ac(0).

Si a€A.(1), ab.(o) = o et pour que 7(ab) = o il faut et il suffit
que t[ab.(1)] = o; ce quiexprime que a € N si et seulement si a € N.(1).
De méme, pour le cas oii a€ A, (o).

2° IDEMPOTENTS PRINCIPAUX.

a. Propriétés. — Dire qu'un idempotent d’une algébre de Jordan
est principal, c’est dire que A.(o) ne posséde pas d’idempotent.

Toule algébre de Jordan non nilpotente contient un idempolent
principal.

En effet, si e n’est pas principal, I'élément w = e + u ou u est ortho-
gonal a e est un idempotent tel que A,.(o) CA.(0). Nécessairement,
en répétant le procédé on rencontrera un idempotent principal.
Soil e un idempotent principal dans une algébre de Jordan définie
sur un corps non modulaire. Alors A(;) + A. (o) est contenu dans N.

En effet, A.(o) n’ayant pas d’idempotent est nilpotent et est donc
contenu dans N d’aprés ce qui précéde.

Egalement d’aprés ce qui précéde, puisque tout c.(0)€N et a donc
pour trace o, A, ( ! > CN.

2
b. Algébres semi-simples. — L’étude des idempotents principaux
va nous permettre de justifier la définition précédente du radical
d’une algébre de Jordan, et d’identifier les deux définitions possibles.
Nous avons en effet :

— Soit A une algébre de Jordan semi-simple sur un corps non modu-

unité de A.
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A étant semi-simple, N =o; d’aprés ce qui précéde, A = A.(1)
et ea = ae = a pour tout a€ A ; e est donc I'élément neutre de A.

— Tout idéal D d’'une algébre semi-simple A est semi-simple, ef,
si e est Uélément unité de D, alors D =A.(1) et A=D + A.(o).

Aucun idéal de A ne peut étre solvable puisque N est I'idéal solvable

maximal et que N = o; donc D est semi-simple; D posséde alors
un idempotent principal unique e.

Nous avons

A=Ag(1)+ Ae(%> + Ac(0).

SiaeA.(}), alors ae = AaeD.
Donc

D24 + A (3):
En fait
D= A,(1) AeG) + D, (o).

EtA, (—; ) =+ De (o) est contenu dans le radical de D, et D.. (o) est solvable.

Nous avons 7(by) = o pour tout y, be ABG) - Mais alors A,,(%) est
dans le radical de A, et Ae< ) = o.

I
2
D’autre part
D, (0)SAc(0); De(0) Az (0) S A (o)
et .
De (0) A (0) EDe (o).

Donc, D.(o) est un idéal solvable de A.(o), et D.(0) = o puisque
le radical de A.(o) est nul.

Donc D = A.(1), D est semi-simple et

A =D+ A,(0).
Il en résulte que :

Toute algébre de Jordan semi-simple sur un corps non modulaire
s'écrit de fagon unique sous la forme d’une somme directe d’algébres.
simples.

Or nous avions défini le radical d’une algébre A : c’est I'idéal
minimal N, tel que A —N, soit somme directe d’algébres simples;
de plus N, contient I’idéal solvable maximal N, et si A — N est somme
directe d’algébres simples, alors N = N,
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30 IDEMPOTENTS PRIMITIFS. — Un idempotent u d’une algébre
de Jordan est dit primitif lorsque u est le seul idempotent de A,(1).

Si u n’est pas primitif, il existe un autre idempotent veA.(1)
et w=u—v est un idempotent orthogonal & v. Nous avons ici des

résultats analogues a ceux qu’on peut établir dans I’étude des algébres
associatives.

Ainsi : tout idempotent non primitif u d’une algebre de Jordan

peut s’écrire sous la forme u = u, 4. ..+ u, ou les u,€ A, (1) sont des
idempotents primitifs orthogonaux deux a deux.

Soit un idempotent u non principal de A. Il existe alors un idem-
potent principal e dans A et des idempotents primitifs deux a deux
orthogonaux e, ..., e, ..., e tels que :

e=¢e;+...+ € U=¢e;+...+ €.
4° ETUDE SIMULTANEE DES DIVERS IDEMPOTENTS.

a. Idempotents orthogonaux. — Soit u, veA algebre de Jordan.
Nous avons
2Ry, Ry + Ro Ry = 2Ry Ry+ Ruw + Roi.
Siu*=uetuv=o,
R.R.=R, Ry et (au) v = (au) u pour tout a€ A.
Si
a =a,(1)+ay (i) ~+ a, (o),
au = a,(1) + %a,,(%) .
Comme ve A, (o),

ay(1)v =0 et (au)v:-;vau<l).

2
D’on

[(au) ¢]u = lau(\%) R, R, =

5 a,,(é) Ry Ro = é[(au) o] u.

W=

Si d’autre part v’=v, [(au) v]v = é(au) v par raison de symétrie.
D’ou le résultat :
Soient u et v deux idempotents orthogonaux de A. Alors (au) v = (av) u
appartient a A,,(;) el a A,(%) pour fout a€A.

Soient maintenant u, v, w idempotents orthogonaux deux & deux.
On en déduit :
[(au) ¢]w =0 pour tout a€ A.
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b. Cas d’une algebre de Jordan a élément unité. — Posons alors
e=e +...+ e, les ¢, étant des idempotents orthogonaux.

Nous allons étudier les sous-algébres Ae.<é>; et les sous-espaces A,
définis par

Au= Ao (1); A= A,,,G) nAe,<é>;

Pour cela, écrivons :
a=(2ae)e—ae=a(2R2—R,),
L
a=a¥ (>R —Re) +{a Y Re R,
=1 <y
Posons

a;, = 2(ae;) e,— ae,,

ay=a,=4(ae)e, (I # .

Cela d’apres I'égalité (au) v = (av) u. D’aprés ’étude de la décompo-
sition relative 4 un idempotent, lorsque a décrit A, a, décrit A, (1)-

I . <
D’autre part, e.a,, = ¢,a,, = ; a, et a,, appartient a

1 1
A, (;)n Ael(;> = A,

Enfin a,;e;=o0 pour i;2j et i =j k. Il en résulte que tout a€A
s’écrit
a =Z ai;.
1<y
De plus : Za, ,= o si et seulement si tous les a,, sont nuls, en effet,

(9]
en multipliant par e,, nous obtenons

I
a, —+ -2- a,;; = 0,

>1
I IV
el a,;+ a =a,;+ ; a;; = o
i( 11 22 z/) u 4“ y=9
f>e 1>t
lZa 4] e Ea I‘a o
. - = M a,; =0, = - = 0.
2 i ) 171 ) A 1y 2 ik
1>1 >t

Donc tous les a,, sont nuls,



ALGEBRES NON ASSOCIATIVES ET ALGEBRES GENETIQUES. 55

Il en'résulte que A est la somme directe des sous-espaces vecloriels Ay,
pouriZjeti,j=1,...,t

Nous allons démontrer un autre résultat :

Les sous-espaces vecloriels A,, vérifient les relations :
A,),SAu; Au Ay CAy, \uA), = Az/ Aluq:'-o;
Ay A S Ay r\:lEA”—l— Ay
avec i, j, k, q distincts et appartenant a {1, ..., t}.

Démonstration. — Les sous-espaces A, sont deux & deux ortho-
gonaux. Donc si u = e, + ¢,, nous avons

A1) =Au+ A+ Ay,
d’on
Au AI/S Al/; '\‘:, .C_ '\U+ AII;
Siu=e-+e, et v=e+ e, alors
A, A1) et Ay < Au(1).

Ces algébres sont orthogonales puisque u et » sont des idempotents
orthogonaux
ve A, (o) et Au(1)€ A, (0).

Posons maintenant w = e, + e, + ¢; alors

B=A1)=A+ A, + i+ A+ Ay+ A
Si

uw=ec+e,, Bu(1)=A,+ Ay, + Ay,

B,,(%): A+ Ak B.(0) = Ag.
D’aprés un résultat précédent,
1 1)
Bll(l)Brt(é)S Bu(;)’

Ay ApSAp+ A

donc

Par raison de symétrie :

Ay ApSAy+Ax et Ay AnSAu
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SECONDE PARTIE.

NOTIONS DE GENETIQUE.

CHAPITRE 1.

CARACTERES HEREDITAIRES, GENES ET LOIS DE MENDEL,

Génes et caracteres.

Les caractéres héréditaires — ou génétiques — sont déterminés
par de petites particules matérielles, les génes, qui se trouvent dans
toutes les cellules du corps. En général, les génes se transmettent
sans altération de génération en génération. D’autre part, on les trouve
le plus souvent par paires. Si une paire donnée est formée de deux
genes identiques, I'individu est « homozygote » relativement au caractére
considéré; si les génes ne sont pas les mémes, lindividu est
« hétérozygote ».

Soit donc un caractére déterminé — par exemple la couleur d’une
fleur, celle des yeux, etc. qui puisse présenter deux modalités : foncé
et clair, ou rouge et blanc, etc.

La paire de génes correspondant & ce caractére pourra étre alors :

AA, aa ou Aa,

AA et aa étant homozygotes, A a étant hétérozygote.

A et a sont dits génes alléles, Aa, AA et aa sont les trois génotypes
possibles.

Le génotype donne donc I'expression de la constitution génétique
de l'individu. Mais il faut tenir compte également de son phénotype,
c’est-a-dire de son apparence relativement au caractére considéré,
La relation entre génotype et phénotype dépend alors des caractéris-
tiques des génes qui déterminent le caractére.

Exemples :

Prenons comme caractére étudié la couleur des belles de nuit. Cette
couleur est déterminée par une paire de genes pouvant étre :

RR, BB, RB,
rouge, blanc, rose.

Les homozygotes sont rouges ou blancs, les hétérozygotes sont roses.
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Il y a dans ce cas identité entre génotype et phénotype.
Prenons au contraire la couleur du pelage chez les souris. Les géno-
types sont :
GG, GB, BB,
les phénotypes sont respectivement :
gris, gris, blanc.

L’homozygote gris présente le méme phénotype que. I’hétérozygote.

Les génes tels que G sont dt « dominants » tandis que les génes
tels que B sont dits « récessifs ».

Lois de Mendel.

1° PREMIERE Lol DE MENDEL. — Comme nous I’avons dit précé-
demment, les génes se trouvent par paires dans toutes les cellules
d’un organisme adulte. Cela & une exception prés : les cellules repro-
ductrices, ou « gamétes » n’ont chacune que I'un des génes d’une paire
donnée. Ainsi considérons un individu AA : Tous les gamétes qu’il
fournit contiennent le géne A. De méme, tous les gamétes fournis
par un individu aa contiennent le géne a. Mais dans le cas d’un
individu Aaq, les gamétes contiennent soit le géne a, soit le géne A,
et ceux-ci en proportions égales généralement.

Au moment de la reproduction, un spermatozoide porteur de I'un
des génes du parent male s’unit a un ovule porteur de I'un des génes
du parent femelle, pour donner un ceuf, ou zygote, qui posséde alors
une paire de génes. Cet ceuf se développera pour donner un individu
dont les cellules contiendront un géne provenant de 'un des parents,
et un géne de 'autre parent.

C’est ce qui exprime la premiére loi de Mendel.

Prenons ‘maintenant quelques exemples de croisement, de maniére
4 voir ce qui se passe.

Croisons, par exemple, un individu AA et un individu aa.

Tous les gamétes libérés par le premier contiendront le gene A,
tous ceux libérés par le second contiendront a. )

Tous les individus produits seront alors du méme génotype : Aa.

Si le couple de génes considéré est tel que A soit dominant
et a récessif, tous les enfants présenteront le méme phénotype que
le parent AA; le phénotype aa aura disparu, seulement momenta-
nément d’ailleurs, ce qu’il est facile de voir en croisant deux
individus A a. Chaque hétérozygote produit les génes A, et a, en méme
nombre. Les individus produits pourront alors étre AA, Aa ou aa

et dans les proportions : % pour AA, % pour Ag, et i pour aa. Le phéno-
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type aa, qui avait disparu, reparait lors de ce croisement. Les indi-
vidus AA et Aa auront le méme phénotype.

D’autres types de croisements peuvent étre intéressants, ainsi
le croisement Aaxaa. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des
caractéres pour lesquels les deux parents jouent des réles symétriques.
Il n’est alors pas nécessaire de préciser quel est le parent male et quel
est le parent femelle. '

I1 en existe cependant qui sont directement liés au sexe, et pour
lesquels cette précision est indispensable.

Nous regarderons ce cas de plus prés dans quelques paragraphes.

20 DEUXIEME Lol DE MENDEL. — Considérons maintenant simul-
tanément deux ou plusieurs caractéres héréditaires.

La deuxiéme loi de Mendel dit que, lors de la reproduction, les paires
de génes considérées sont transmisesindépendamment les unesdesautres.

Ainsi, soit deux paires de génes A, a et B, b : croisons un indi-
vidu AABB avec un individu aa bb. Les produits de ce croisement
seront alors tous de formule génotypique Aa Bb.

Si nous croisons ensuite deux individus Aa Bb, la loi de Mendel nous
dit que chacun produira quatre sortes de gametes — AB, ab, Ab, aB —
en nombres égaux, ce qui donne neuf génotypes distincts :

AABB, AaBb, AABY, AaBB,
aabb, Aabb, aaBb,
AAbD, aaBB;

Dans certains cas, la deuxiéme loi de Mendel se vérifie bien, mais
il existe de nombreuses exceptions. Et ces exceptions s’expliquent
griace aux notions que nous allons exposer dans le chapitre suivant,
et en particulier grice a la représentation chromosomique.

‘CHAPITRE 1I.

CHROMOSOMES, LINKAGE
ET REPRESENTATION CHROMOSOMIQUE.

Chromosomes et linkage.

Dans le chapitre précédent, nous avons expliqué I'hérédité grace
4 la présence des génes, et cela d’une facon assez abstraite, sans trop
nous préoccuper de la fagon dont ceux-ci étaient répartis dans la cellule
vivante.

Les génes sont donc de petites particules matérielles, trés nombreuses,
situées 4 l'intérieur du noyau de la cellule, et y sont alignées le long
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de corpuscules appelés chromosomes. Les chromosomes sont présents
par paires, et le nombre de paires est généralement constant pour
une espéce donnée. Ainsi 'homme a 23 paires de chromosomes,
la drosophile 4 paires, la souris 2o0.

Les deux génes d’une paire déterminant les modalités d’un caractére
donné, se trouvent localisés en deux endroits précis d’'une paire de
chromosomes bien déterminée, et ces « endroits » sont appelés les loci.

Ce sont donc les loci qui sont alignés sur les chromosomes; un locus
donné peut étre occupé par I'un ou l'autre des alleles déterminant
un facteur particulier.

La seconde loi de Mendel s’applique bien aux chromosomes. Il en
résulte que les génes dont les loci se trouvent sur des chromosomes
différents seront transmis de fagon indépendante. Mais les génes
dont les loci se trouvent sur le méme chromosome ne se comporteront
pas suivant la loi de Mendel. Et leur comportement dépendra de
la proximité des loci sur le chromosome. C’est ce qu'on appelle
le phénomene du « linkage ».

Voyons sur un exemple ce que signifie le linkage; soit un
individu Aa Bb, et supposons que les loci considérés se trouvent sur
la méme paire de chromosomes. On peut avoir, soit A et B sur un chro-
mosome et a et b sur 'autre — ce qu’on appelle « coupling » AB/ab —
Soit A et b sur un chromosome et a et B sur I'autre — ce qu’on appelle
« répulsion » Ab/aB.

Les phénoménes qui constituent la reproduction sont assez
complexes. La production des gamétes s’effectue suivant le mécanisme
de la meiose : un seul chromosome de chaque paire passe dans chaque
gameéte; ce qui entraine bien que chaque gaméte ne posséde que I'un
des deux génes homologues d’une paire. Et pendant la méiose, il y a
des échanges entre les deux chromosomes d’une paire.

Ainsi :

A B A B
- -
a b a b
Fig. 1.

C’est ce qu’on appelle le « crossing-over », ou recombinaison.

Si ce nombre de points d’échange entre A et B est pair, le résultat
final sera identique a la situation de départ en ce qui concerne AB ab.
Mais si ce nombre est impair, nous pouvons obtenir les combi-
naisons Ab/aB, en étant partis de AB/ab, et inversement.
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Nous allons donc définir la fraction de recombinaison, y qui est
la proportion des gamétes ayant subi le crossing-over; 1— y est alors
la proportion des gamétes qui sont restés ceux des parents.

Ainsi, si nous effectuons un croisement AB/ab X ab/ab, avec absence
de linkage, nous aurons les quatre sortes de gamétes AB, A b, aB et ab,
en proportions égales. Et s’il y a dominance de A sur a et de B sur b,
les produits du croisement seront répartis également en quatre classes
de phénotypes.

Mais s’il y a linkage, les quatre classes de phénotypes n’auront plus
le méme nombre d’individus : nous aurons les proportions :

AB, Ab . aB ab,
I I 1 1
E(I '_.1)7 5}"7 5.7‘7 5(1 _.})
L’absence de linkage correspond donc 4 la valeur y = é

La valeur de y est variable suivant la proximité des loci considérés
sur le chromosome : si les deux loci sont éloignés, y sera important,
car il n’y aura pas de grande différence entre ce cas et I'absence de
linkage. Au contraire, si les deux loci sont proches, le linkage sera
important et la valeur de y faible.

Carte chromosomique.

La notion de fraction de recombinaison a été utilisée pour mesurer
la distance des loci sur un chromosome. En effet, sa valeur peut étre
déterminée expérimentalement, et 'on en déduit alors la « distance »
des loci considérés. Mais ce calcul n’est valable en fait que si les loci
sont suffisamment proches, donc si y est faible. En effet c’est dans
ce cas seulement que la propriété d’addition est vérifiée : si 'on
considére trois loci ABC, pris dans cet ordre, y,c est égale 4 la somme
de y,s et de y,, seulement si ces valeurs sont faibles.

On a alors voulu définir la distance entre deux loci comme la valeur
moyenne du nombre de points d’échange- sur le segment joignant
ces deux loci; cette définition respecte évidemment la propriété
d’additivité. On suppose que les points d’échange sont des événements
aléatoires, leur densité moyenne étant constante, lorsqu’on utilise
une échelle de mesure convenable. Cela signifie que le nombre de points
d’échange entre A et B pour une seule méiose s’écrit suivant une distri-
bution de Poisson, dont le paramétre est la distance x entre A et B.

La probabilité pour qu’il y ait exactement r points d’échange est :
x’e—*x

Pr(x)= 1

MEMORIAL DES SC. MATH. — \° 162. 5
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. a1 _ 1 =

p= S =BT w = lem e,
r=0 r=e0

ce qui est la formule de Haldane. On retrouve bien dans cette formule

le fait que pour des loci proches, = et y sont équivalents.

On mesure ces distances en morgans, ou centimorgans.

Cependant cette étude n’est satisfaisante que dans les cas ou les
crossing-over sont eux-mémes des événements aléatoires et indépen-
dants les uns des autres. Dans les cas d’ « interférence », c’est-a-dire
lorsque D’existence d’un crossing-over en un point déterminé tend
a influencer l'existence d’autres crossing-over dans le voisinage,
la distance définie plus haut ne convient plus.

Il faut alors faire appel a des métriques spéciales, comme celle
de Kosambi, par exemple. Elles permettent de tenir compte avec plus
de fidélité des phénoménes qui interviennent en réalité.

Nous pouvons maintenant traiter un cas que nous avions laissé de
coté, c’est celui de la transmission du sexe et des caractéres liés au sexe.

Transmission du sexe et des caractéres liés au sexe.

La transmission du sexe se trouve déterminée par une paire de
chromosomes, les chromosomes « hétérosomaux » ainsi désignés
par opposition aux autres, les chromostes « autosomaux » Les chro-.
mosomes « hétérosomaux » sont de deux sortes, les X et les Y. Le sexe
homogamétique a pour formule XX, le sexe hétérogamétique a pour
formule XY. Chez les mammiféres, le méale est XY et la femelle XX;
chez les oiseaux, chez certains poissons, c’est le contraire.

Au moment de la repfoduction, I'individu XX libére le gaméte X,
tandis que l'individu XY libére X et Y en quantités égales. L’cenf
produit aura donc pour formule XX ou XY et appartiendra donc
4 I'un ou l'autre sexe.

D’autre part, ces ehromosomes X ou Y ne déterminent pas que le sexe.
Iis portent en général un grand nombre de génes déterminant d’autres
caractéres. Ces caractéres sont dits liés au sexe. Considérons alors
les chromosomes hétérosomaux et voyons quelle est leur constitution.
"Les parties des chromosomes qui sont noircies sur la figure forment
une paire, et se comportent comme les chromosomes autosomaux;
tandis que les autres segments, représentés différemment sur X
et sur Y, se comportement d’une autre facon : par exemple, il ne peut
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y avoir entre eux aucun crossing-over dans le cas XY, alors que dans
le cas XX, il peut s’en produire. Il en résulte que nous pouvons
distinguer trois sortes de caractéres liés au sexe.

xmzzzmzw

Y

Fig. 2.

PreMIER cAs. — Les loci se trouvent sur les segments identiques.
Nous avons comme individus possibles :

Na/\a; XA/ a; NA/NAG
YA/Xa; Ya/\A; YA/XA; Ya/Xa;

En effectuant des croisements appropriés a la mesure des coefficients
de recombinaison, nous déterminerons en fait si le locus considéré
est prés ou loin du point limite P; y indique alors le nombre de points
d’échange entre le locus et le point P.

On désigne ces caractéres par I'expression : « caractéres liés partiel-
lement au sexe »

DEeux1iME cas. — Supposons que le locus se trouve sur le deuxiéme
segment du chromosome X, et que le chromosome Y ne joue pas
de role vis-a-vis du caractére considéré. C’est le cas du daltonisme,
par exemple. Dans ce cas, il n’y a pas de recombinaison et 'on dit
dans ce cas que le caractére est « totalement lié au chromosome X,

TroisiEME cas. — Il peut y avoir enfin « liaison totale avec le chro-
mosome Y » Ces cas sont assez rares et ces caractéres ne se trans-
mettent alors qu’aux individus XY. On peut enfin considérer le cas
du linkage entre deux caractéres ordinaires, situés sur les chromosomes
hétérosomaux. Nous avons en effet considéré ci-dessus le linkage
entre le sexe et un autre caractére. La méme étude peut étre faite,
en tenant compte de la position relative des loci par rapport au point P,

Conclusion.

Dans cette étude schématique, nous n’avons pas mentionné de
nombreux phénoménes qui sont susceptibles d’altérer la vérification
des lois de Mendel, et dont il faut tenir compte. Ce sont en particulier
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la mutation, la sélection — naturelle ou provoquée —, et I'existence
de certains phénoménes anormaux : par exemple la polyploidie,
c’est-a-dire la présence, non pas de deux chromosomes homologues,
mais de quatre ou plus; nous verrons ce cas en détail plus loin.

Cependant nous ne nous étendrons pas davantage sur ces notions,
les développements que nous en avons donnés étant largement suffi-
sants pour la compréhension de la troisiéme partie.



ALGEBRES NON ASSOCIATIVES ET ALGEBRES GENETIQUES. 65

TROISIEME PARTIE.

ALGEBRES GENETIQUES.

CHAPITRE L

DEFINITION
DES DIVERSES SORTES D’ALGEBRES UTILISEES EN GENETIQUE.

A partir de maintenant, les algébres -qu’on considérera seront
toujours définies sur un corps F.

Algébre pondérée et base génétique.
1° ALGEBRE PONDEREE. — L’algébre A est dite pondérée sur F,
§’il existe un homomorphisme w : A - F tel que :
(i) il existe x, € F tel que w(xy) 7 o3
w(zr+y)=w(z)+ w(y),
(i) w(zy) =wo(zr)oe(y),

w(ax) =aw(x),
ayec r, y€A, a€F.
L’homomorphisme « est appelé fonction poids. Il résulte de la défi-

nition de w que cette fonction est un homomorphisme de A sur F.
En effet soit « € G; nous avons

axo
o[5tm] ==
Donc si N est le noyau de », c’est-a-dire :
N={neA;w(n)=o0},
A —N est de méme dimension que F, c’est-a-dire 1.

20 BASE GENETIQUE. — Parmi toutes les bases de A, on appelle
base génétique de A, s’il en existe, toute base | c; | telle que si:"

(1) =2YI/ACL pour ¢,,=1I,2, ..., 1
k
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on ait

ZY”/‘:I pour tout (i, j).
k

30 TuHEOREME. — Pour que A soit pondérée dans F, il faut et il suffil
que A posséde une base génélique.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une base génétique {¢, |,
alors, nous disons que la fonction w, définie par ‘

w(r)=uo <’ZlEzCz> =iﬁz

1=1
convient,
En effet, d’abord, w(c,) =1.
De plus, » est un homomorphisme :

w(z+y)=w(z)+o(y),
w(az) =dw(x).
Ceci de fagon évidente.
Calculons o (zy).

Ly =251 n,ec, =25m, <Z-Yll'kck> )
1,7 k

(=Y}
Ly =Z < Z Ei"l/ Ti/k> Ck,
A 1]
d’ou
—
w (‘l‘.}’) =z Yuk Einiy

ik

w (zy) =2€m, <2*mk>’.

Iy, k

Comme Zyi,k:‘ I,
k
w(zy) =2 Eimy.
&)

Nous voyons d’autre part qué
@ (@) w(y) = Em,.
L7

Donc w(zy) = o(z) o(y).



ALGEBRES NON ASSOCIATIVES ET ALGEBRES GENETIQUES. 67
Et o convient.

— Réciproquement, supposons qu'il existe , fonction poids
de A sur F.

Soit N son noyau, et soit b., ..., b, une base de N.
Il existe beA tel que w(b) =1; en effet puisqu’il existe z, tel

que w(Zo) = %, Z o, I'élément b = %’ a pour poids 1. Formons donc
une base {c; } de A, définie de la facon suivante :

c;=0b; c;=0+ b, pour i=2, ..., n;

Alors w(c) =1 pouri=r, ..., n, d’ou

w(cc;) =w(c)w(c) =t

—
w(cc,) =2‘7,,k.
A

D’autre part :

D’ott
ZYl/k: 1 pour tout (7, J).
i

Et la base { ¢, } est une base génétique de A.

Algdbre génétique.

1° DEFINITION. — Une algébre A commutative, pondérée sur F,
sera dite génétique, si elle satisfait 4 la condition suivante :

Soit, comme plus haut, R, la transformation multiplication & droite
dexeA.

Soit T un élément de I’algébre des transformations de A :

T =al + f(Ra, ..., Rap),

ot 2 €F, x,€A, oi I est la transformation identique, et fun polynome.
Dire que A est algébre génétique, c’est dire qu’il existe une fonction
poids » telle que, pour tout T de cette forme, les coefficients du
polynome caractéristique de T, dans la mesure ol ils dépendent des z,,
ne dépendent que des o (z)).

2° CONSEQUENCE. — Soit A une algébre génétique et N le noyau
de la fonction poids w considérée au 1°. Considérons un élément de
I’algébre des transformations de A :

T = f(Ra, ..., Ray,), ot meN (i=1, ..., m),
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Nous allons prouver que T?= o.

En effet :
(Al —T|=hta g =t — 1,

Les ¢, étant des polynomes dont les termes constants sont notés ¢,
D’abord, {,= o pour tout j.

En effet, si 'on fait n,=o, V¥ i
AI—=T) =kn—p A1 —. . —1,, et |A[—T|=2n

puisque alors T = o, donc #, = o pour tout j.

D’autre part, A étant algébre génétique, les {, ne dépendent que
des w(n); comme n,€N, w(n)=o, et comme, de plus, ¢, =o,
il en résulte que | AI— T | = A, quels que soient les n,eN.

Donc I’équation caractéristique de T est :

A=o, donc Tr=o.

39 THEOREME FONDAMENTAL. — Nous allons nous intéresser
a la duplication d’une algéhre génétique, et voir ce qu’on peut conclure
sur I'algébre A’ déduite par duplication d’une algébre A génétique.

a. LEMME PRELIMINAIRE. —— Considérons une algébre A commutative,
el sa transformée commutative A’ par duplication.
Soit
T'=al'+ f(Ra, .-, Ray)

un élément de I'algébre des transformations de A’.
Soit
T =al+ f(Ra, .-, Ra,)

I'élément de l’algébre des transformations de A tel que a;= H(q;)
pour tout i. La fonction H, suivant la notation d’un précédent chapitre,
est ’homomorphisme étudié plus haut, appliquant A’ dans A. Nous
allons prouver le résultat :

nin—1)

[AF—T'|=(A—a) % |AI—T]|.
Démonstratiori. — Soient £’ le noyau de H, et m son ordre. On peut
écrire :
A'=0"+0);
I’ordre de ', étant :

1,
P=;(n+1)n——m.
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Si I'on écrit A’ sous cette forme, en se souvenant que Q'A’'=o,
la matrice I',. de R} s’écrit

. _{ o )
Fd' - (Ma' Na') 7

M et N étant des matrices p X m et p X p respectivement.

Comme A’'— Q' est isomorphe 4 A°, on peut considérer N, comme
la matrice de multiplication & droite correspondant 4 H(a') dans A®

Nor=Tj ) avec a =H(a')€A?

=% 1)

Alors f (RG;, .., R’a;_) a pour matrice :

et

( o o
% matrice de f(R;, ..., R;’) > )
D’autre part, f(Rq, ..., Rs;) a pour matrice :

(f(RZu *, Rz,) Z)
Alors :

[(MM—T|= (A —a)m [(h—a),— matrice de f(R;, ..., R;r)]’
[ N[—T| = (A —a)?~7[ () —a) I,— matrice de f(R;, ..., R3],
d’olt
AV —T'|= (A —a)m=(n=p) | AT —T|.
Et '

n(n—1)

[A—T |=(—a) * [XI—T]|

b. TuEorEME. — L’algébre A’ déduite par duplication d’une algébre A
génétique est génétique.
En effet, si A admet comme fonction poids la fonction », posons,
dans A’ :
o’ (o) = w'[H(«)].

D’aprés le lemme précédent, les coefficients de |A1'—T'| dépendent
seulement des w(a,), c’est-a-dire des w[H(a})], c’est-a-dire des ’(a;).
A’ est donc une algébre génétique.
Cette notion d’algébre génétique est une généralisation de la notion
introduite par Etherington de « train algebra ».
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« Train algebra ».

19 DEFINITION. — Une algébre commutative pondérée est dite
« train algebra », si les coefficients de I’équation principale dépendent

n

seulement des w(Z); (a::zz,&); c’est-a-dire qu’il existe
=1

Bis - . ey ﬁr_.\eF, tels que I’équation principale s’écrive :

L+ G w(e) et .+ 3, [e(x)] e =o.
Ceci d’aprés I'étude de I’équation principale faite plus haut.

20 THEOREME. — Une algébre génétique sur F est « train algebra »
sur F.

En effet, soit A une algébre génétique sur F, et prenons T = R..
(M) =| A —Ryl=A4y0(x) i+ .+ ya[w(x) ], avec 1,€F.
En faisant une extension finie de F

PN =A—Mw)...(d —2w), X\ €eF,
soit ’équation principale : W(i) =o
V(M) = hra- W At e W,
D’aprés les résultats établis sur ’équation principale, le polynome W (2)
divise 2 ¢ (%), et ’on peut écrire :
Mmoo W A=A — M) ... (A —A_y00),
d’an
¥, = (—1ywlky... A,

et A est train algebra.

« Special train algebra ».

Nous allons nous borner-pour l'instant & donner la définition d’une
« special train algebra ». Nous verrons ensuite, dans un chapitre qui
sera consacré a ce type d’algebre, quelles en sont les propriétés.
Une algébre pondérée commutative est dite « special train algebra »
lorsque :

— N est nilpotent d’altitude «, c’est-d-dire tous les produits
(d’éléments quelconques de N) d’altitude « sont nuls, ’



ALGEBRES NON ASSOCIATIVES ET ALGEBRES GENETIQUES. 71

— N, N, ..., N% ..., N> sont des idéaux de A. N* désigne
I'ensemble des combinaisons linéaires des produits d’altitude k.

Exemples d’application & la génétique.

1° ALGEBRE GAMETIQUE. — Considérons une population formée
d’individus
DD (ou D2), DR, RR (ou R°),

ces individus sont capables de fournir des gamétes portant D, et R,
dans une certaine proportion. (Les notations D et R, employées
habituellement, viennent des notions de dominance et récessivité.)
C’est ce que va exprimer la définition de I'algébre gamétique.

Considérons donc un corps F, de caractéristique différente de 2,
et, sur F, I'algébre commutative A engendrée par les éléments u, et u,,
avec pour loi de multiplication :

2 I I 2
Ui=Uuy; u1u9=;u1+;ua; us = UW».

11 est facile de voir que ce produit n’est pas associatif :

I 1
ul(u?,) = U lUo = ;u1+ ;uz,

I 3
(uius) o = — Uy =+ = Us.
4

4

On voit facilement, que, d’aprés ces définitions, la base (D, R) est une
base génétique, donc que I'algébre est pondérée.

D’autre part, un changement de base :

UL+ Us
u=——-—2—-; Z=U;— Uz

donne A = (u,2), avec

I
ut=u; uz=_3; z2=o0.

Alors, soit z=:u-nz; on voit que la fonction poids w définie
par w(z) =£ convient. Le noyau N est (z). On a N*=o, on voit

I
2" 5E
Dans T =al4f(Rz, ..., Ry,), quelle que soit la forme du

polynome f, on voit que parmi ces termes ne figureront que des matrices
carrées avec les o en premiére ligne deuxiéme colonne, donc que

E o
que A est «special train algebra » D’autre part soit I'z= < 1 )
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les coefficients de |AI—T ] ne dépendront que des %, c’est-a-dire
des w(z,).

On voit donc que A est aussi algébre génétique, donc « train
algebra ». :

Dans un prochain chapitre, nous démontrerons qu’une « special
train algebra » est nécessairement génétique, ce qui dispense de
démontrer les deux propriétés.

Pour revenir aux notations D, R annoncéeés en début de paragraphe,
prenons pour F le corps des réels, et considérons la méme algebre,
engendrée sur le corps des réels par u;, =D, u-=R.

Un élément de cette algébre s’écrira: P = 2D 4 R, etsia 4+ 3 =1,
P représentera une population capable de fournir D dans la propor-
tion «, et R dans la proportion 3.

La loi de multiplication :

D’=DD =D; DR=£D+%R; R*=RR =R

rend bien compte des lois de I’hérédité, puisque les individus DD
libérent le gaméte portant D, les DR, une proportion égale de D et de R,
et RR le gaméte R. Nous avons donc construit et étudié 1’algébre
gamétique de I'hérédité mendélienne.

20 ALGEBRE ZYGOTIQUE. — Considérons un corps F de caracté-
ristique différente de 2, et sur F, l'algébre A’ engendrée par les
éléments (a, b, c¢) avec pour loi de multiplication :

Faisons un changement de base, pour avoir A’'= (u, », w), avec

ul=a; uv=lv; v*=—lw; uw = pw = w? =10,
2 4 -
11 est facile de trouver un tel changement de base.
Posant alors x =% u -+ nv 4+ ¢{w, on peut prendre pour fonction
poids la fonction  définie par w(xr) =& et le noyau N est
I’ensemble (v, w). Alors

A’ est « special train algebra ».
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On voit que les deux exemples q’algébres considérés ne sont pas
indépendants, en effet il est facile de voir que celle-ci se déduit par
duplication de I’algébre gamétique du paragraphe précédent. Puisque
nous avons démontré que la transformée par duplication d’une algébre
génétique est une algebre génétique, I'algeébre A’ est génétique.

Prenant maintenant pour corps F le corps des réels et considérons
la. méme algébre engendrée sur le corps des réels par a = DD;
b=DR; ¢=RR. Avec la méme addition quau 1° un élément
P =aa+ Bb+ yc représentera une population contenant les indi-
vidus DD, DR, RR suivant les proportions «, B, ~, pourvu
que & + B+ v =r1.

La loi de multiplication :

a’ = (DD) (DD) = a = DD,

, 1 1 1 1 1 1
5 = (DR) (DR) = ;a~+ L6+ zc= DD+ 1 DR+ RR,
¢ = (RR) (RR) =¢=RR,
bc = (DR) (RR) = -6+ "¢ = DR + LRR,
2 2 2 2
ca = (RR) (DD) = b = DR,

ab = (DD) (DR) =

rend bien compte des lois de I'hérédité.

En effet, I'union de deux individus DD, par exemple, fournit
uniquement des individus DD (sans tenir compte, bien sir, de muta-
tions éventuelles), tandis que l'union de deux individus, I'un DR
et I'autre RR, fournit une proportion égale d’individus DR et RR.

L’algébre A’ ainsi définie et étudiée est l'algébre zygotique de
I'hérédité mendélienne. Elle se déduit par duplication de I’algébre
gamétique, comme nous I’avons vu plus haut.

30 AuTtRe EXEMPLE. — Considérons l'algébre sur F déduite par
duplication de I'algébre zygotique. C’est I'algébre A" engendrée par :
E = aa; F = bb; G =cc; H = bc; [ =ca; J = ab,

avec pour table : .

r ! L I Iyt
E’=E; F—EE+4F+16G+4H+SI+4J’

et les égalités suivantes déduites du 2°, suivant les méthodes de
la duplication. Par changement de base, nous aurons :

A"= (9, p1, P> P3, Pi; P),
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avec
o . 1 . I . o __ L
=0, 0p1= gpl, V}h: —/;Pg, p..._/lpo,

2

1 . 1
P1P>= g P Pr= 1E P55
op,=p1p,=0 pour I=1,...,5et7=3,4,5.
N\ (.
En posant z=~F» +2‘n,p,, nous voyons que, - comme -prece-

i

demment, la fonction poids w(x) = £ convient. Alors

N = (p1,"P>; P3y Ps; Po)s
N =(p>, ps, p,)s  N'=(ps, p,); Nt=o.

Cependant, A" n’est pas « special train algebra », car A”"N’ n’est pas
identique 4 N°, en effet :

vp> = % ps n’est pas un élément de N, et N° n’est pas un idéal de A",
Cependant A" est une algébre génétique puisque A’ est génétique,.

4° CrOSSING-OVER. — Considérons deux caractéres héréditaires A
et B, A ayant m modalités et B ayant p modalités. Supposons que
ces caractéres correspondent & des loci de la méme paire de chromo-
somes. Nous exprimerons la recombinaison possible par la loi de
multiplication :

(ABy) < (A;B)) = - (1— ) (ABi+.A,B)) + -y (ABi+ A;By),

y étant la fréquence de recombinaison. Considérons donc 1’algébre
engendrée sur un corps F de caractéristique différente de 2 par
les mp éléments A,;B,.

x =Ea,1AiB, est un élément quelconque de 1’algebre et :

[N

ABLABi=2(1—) (A;Bi+ A;Bp) + L (ABi+ A;B)).

Etudions cette algébre.
Pour cela, posons :

AoBo:I,
u, = AB,—AB, (J=1,...,p—1),
v, = AIBO—AOBO (i=1,...,m——1),

Wi = (ADB/— AeBo) (ABy— AoBo)Z
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AB, est un élément choisi au hasard- et définitivement fixé;
il y a (p—1) éléments u,, (n—1) éléments v, et (m—1)(p—1)
éléments w,,; avec I, cela fait :

1+ (m—1)+(p—1)+ (m—1)(p—1)=mp éléments.
Exprimons :
Wy, = u,v,; wy, = (AeB,— AyBy) (A;By— AoBy).
Tous calculs effectués :

Y
W,/= T

[A:B,— AgBy— (014 u,)],

ce qui prouve queles I, u,, v, w,,, sont indépendants. Etant au nombre
de mp, ils forment une base de A.

D’autre part, en prenant pour fonction poids la somme des
coordonnées :

w(l) =1; w(u,;) =w(v)=w(w,)=o.
Donc le noyau de A est
N = (u,, v, wy,) (i=1,..,p;J=1, ..., m).
D’autre part :
Tu,= AoBo(A¢B,— A¢By)

= 21— ) (AsBo+ AoB)) + 2 (AoB,+ AoBy) — ABo,

Tu,= - (AoB,— A¢By), dlou - lu,=%u,.

De méme :
Iv/'_ ~ 0
Enfin :
u7=0; v; = o,
Ui, = wy; w,w,, = <— —l)wt;;
Ty, = (1—‘;1').7 ey w;,/=‘ o,

Il en résulte que A est « special train aljebra », avec :
N = (u,;, v;, wy); Ni= (w,); N’>= (o).

Nous allons en déduire 1'équation principale de A.
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Soit
x=El +Za,vi+2ﬁ,u,+2‘mw,,.
i /]

on a alors
r(x—Et)=2a"—tx,
=81 +2§a,v,+2§ﬁ,u,+ termes en w;,,

z¥—Ex = termes en uy,, = Aw,,,

(z*—tz) x = termes en w,, = ) X Wy,

(@) (= — 1) =,

C’est I'équation de plus faible degré vérifiée par I’élément
général x€A, c’est donc I'équation principale de A. On voit que
ses coefficients ne dépendent que de £.

Ayant donné ces quelques exemples, nous allons étudier plus
particulierement chacun des types d’algébres introduits.

CHAPITRE II.

ETUDE DES ¢ TRAIN ALGEBRAS » DE RANG 2 ET 3,
SUPPOSEES COMMUTATIVES.

Généralités.

Nous considérons tout d’abord une algébre A commutative et
pondérée.

1° PRODUIT DE POIDS NUL. — Soit z, y €A, avec o (z) =&, o) =mn.
Leur produit de poids nul est défini par :

e ; I
Ty =2y — -ty — a7,
on voit bien que o(zy) = o.
On a les propriétés :
a2’y =y'z; ' (y+3z)=2"y+ 23, (ax)* (By) = aB (2*y).
Le carré de poids nul x’ — x = x’zs’écriraz”. Pourn, n’ €N, n'n = nn'. .
Nous allons définir un sous-ensemble P, dont les éléments seront

appelés « p-éléments », ces p-éléments seront les carrés de poids nul
des éléments de poids 1, et leurs combinaisons linéaires.
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a. L’ensemble P est I'ensemble des produits de poids nul.

En effet tout élément de P est un produit de poids nul.

Réciproquement, considérons deux éléments x et y de A, dont les
poids sont et , et posons :

r=E£X; Y=Y,
en supposant £3£o et v £ o. Alors

sy benla (2% 2o xove)
ce qui prouve que x'y appartient 4 P. Supposons maintenant £.n = o.

Tout élément de poids nul peut s’écrire sous la forme : n = x,— 2,,
avec

w(x)) =w(z:) =pFo.

Et le théoréme est par conséquent vrai pour les produits de
la forme x°n et nn.. Il en résulte la double inclusion :

N°€PcN.’

En effet, ny,n.=n\n.€P, d’'ot N°CP et PCN par définition.

b. P est sous-algébre invariante de A et de N, ef 'algébre A — P est
« train algebra ». '

P est sous-algebre de A, en effet, c’est par définition un sous-espace
vectoriel de A, et de plus le produit de deux éléments quelconques
de P est un élément de P : en effet, considérons (z'z) (y'y) et posons

z=EtX; y=1Y; avec w(r)=t, w()=m,
(z"z) (¥'y) =0 (VX) (YY)
=7 (Y — XY — XY + XY),
écrivant :
X2Y’ —XY2— XY + XY = (X2Y’— XY) — (XY2+ X2Y — 2XY)
nous avons
(X'X) (YY) = XY"— XY (X + Y).
Donc, P est sous-algébre de A.
P est invariante car xp =x'p + é‘& p € P. Considérons maintenant

'algébre A —P. Tout élément x€A —P est tel que r’—Ez =o,
d’aprés ce qui précéde, donc A —P est train algebra d’équation
principale z’—£x = o.

MEMORIAL DES S0, MATH. — N° 162. 8
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20 CONSEQUENCES. — Deux conséquences immédiates :

— La table de multiplication d’une algébre commutative pondérée
est nécessairement de la forme ‘

1 1
ee,=-Le,+ e,+2 Yyk€ks  AVEC  Yuyk = Yik

ou &, et £, sont les poids de e, et e, et oﬁZy,,kek est un p-élément.

Z Yok Er= o.

~

De plus :

Réciproquement, toute table vérifiant ces conditions est la table d’une
algébre pondérée commutative telle que le poids de tout e, soit .

vy . 1.2 A
— Les conditions d’idempotence d’'un élément x =Zx,el sont :

i
E Xy Yish = Ty
1Y)

c’est alors un élément de poids nul,
Soit

soit

Emtﬂ'} Yok = 0, E z5i=1,
u) ]

c’est alors un élément de poids 1.

30 PRODUIT DE POIDS NUL POUR TROIS ELEMENTS, — Choisissons
un élément 2 de F et fixons-le. ’
Posons
1
2. = 3 [z.yz+y. 30+ 2.2y — (0 +r) (Eyz+nzz+Ezy)

+ Ml +yLE+ zEn)],
ou encore :
Fys=3(x—2E) (2 + 3 (=) (£2) + 3 (5= N) (@),
£, 1, ¢ étant les poids de z, y, z.
On a les propriétés :
Ly z=x3y=...,
'y (z+2)=xys+2ys, ...
(ar) (By)(v2) =By (2y 2).
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Pour un élément de poids 1 :

X*=X"—(1+2) X" +2X = X(X—D(X—=12)
ou
X" = (X — M X*™.

Pour les éléments du noyau :
.. e I
MM M= 3 (M1-M2Ma + M2 N3N =+ N3 T Ne)-

Les cubes de poids nul des éléments de poids 1, et leurs combi-
naisons: linéaires, seront appelés g-éléments; leur ensemble sera noté

Qyou Q.

a. Les produits de poids nul pour irois éléments apparliennent a Q.
Cela en vertu de I'identité :

6N Y'Z= (N Y +Z)"— (Y+Z)"— (Z+ X)"— (X +Y)™
-\ Y T
X, Y et Z étant des éléments de poids 1.
D’autre part P2 Q, puisque
X = (X —2\) X"

Considérons maintenant deux valeurs distinctes du nombre fixe 3,
et intéressons-nous 4 Qy et Q.

b. SiA'Z A" alors Qu+ Quv=P.’

En effet :
()\1_ )\n) X.- — qu‘l‘l — xmlﬂ.
Donc,
PCQy+ Qu~.
Comme

Q-2Pet Q)20

on en déduit que Q-+ Qw2P.
Donc,
P =Qu+ Q.

¢. Si Q; est sous-algébre invariante de A, I'algébre A — Q. est train
algebra, el son équation principale est x(x—7%) (x— ) =o0 se
démontre de la méme fagon qu’au 1°,
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Nous allons maintenant tirer de ces généralités quelques conséquences
relatives aux train algebras de rang 2 et 3.

Train algebras de rang 2.

D’apreés ce qui précéde, une train algebra de rang 2 a nécessairement
pour équation principale I'équation :

z(x—E)=o0
Et, toujours d’aprés ce qui précéde :
P=N2={o{.

D’autre part, en prenant pour base une base de N complétée par
un élément de poids 1, la table de multiplication s’écrit :

P=1I; Tu,=

o |-

u,; i, =0,

la base étant (I, u, ..., U,—). Nous en déduisons le théoréme suivant :

THEOREME. — Une train algebra commulativede rang 2 est @ puissances
associatives.

En effet = Zx pour tout z€A. Donc la valeur de toute puissance
de x de degré n est :»—'z, ce qui signifie que r et s désignant deux formes
de degré n, "= x".

Train algebras de rang 3.
D’aprés les généralités établies, 'équation principale est
z(xr—§) (r—2r)=o.
£ étant bien déterminée.

Alors I'ensemble Q) qui lui ¢orrespond est tel que Qi = o.

a. Equation au rang pour les puissances pleines. — Du fait
que Q)= o, nous déduisons

X.YZ 4+ YZX +Z.XY — (14 2) (YZ +ZX +AY) + A (X + Y+ Z) =o0.
Posant X = Y; X’ = 7; on obtient

aX4 - X0 — 1+ A) (2X '+ X2) + A (2X + X*),=o0.
Mais d’aprés 'équation principale :

20— (1420 X2+ 2hX =o.
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L’équation au rang pour les puissances pleines est donc :
X2 — (r+22) P22+ 22 = o.
Nous indiquons encore deux autres propriétés :

b. Sous-algébres engendrées par les éléments de poids 1. — Tout
€lément X €A de poids 1 et son carré engendrent une sous-algébre
de A. 1l est alors facile de voir que, pourvu que X ne soit pas idempo-

tent, toutes ces sous-algebres sont isomorphes et ont les mémes équa-
tions pleines et principales.

¢. Régle de formation des puissances. — Les propriétés spéciales
aux train algebras de rang 3 entrainent I’existence des régles suivantes
pour le calcul des puissances :

a+b=0>b+a; ab = ba; a(b+c¢) = ab + ac;
(a+b)+c¢a-t7(b+c); ab.c = a.bc; (b+c¢)a=ba—+ca.
Exemples.

Nous allons donner quelques exemples d’équations au rang pour’
les algébres rencontrées au chapitre précédent. Nous les écrirons
pour un élément de poids 1, que nous noterons P; linterprétation
génétique de P est claire : P représente une population possédant
une certaine répartition de gameétes, ou de génotypes, suivant les cas,
et qui se reproduit.

1° ALGEBRE GAMETIQUE. — L’algébre gamétique est de rang a.
Son équation principale est pour P :

P(P—1)=o0.

2° ALGEBRE ZVGOTIQUE. — L’algébre zygotique est de rang 3.
Pour les puissances principales, nous avons 1'équation

P (P—1)=o.

Pour les puissances pleines :

P2 Pit=o

30 CAS DU CROSSING-OVER. — Nous avons vu que I’algébre étudige
dans ce cas était une train algebra de rang 3, avec I’équation principalé :

B— 3=y e — (=) Pr=0.
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D’ou I’équation pleine :

2 — (2 =3P+ (1—y) Pz =o.
Et pour I'élément P :

P 2 (1—y) Pt - (1— ) P =0,

ou encore

P(P—1) (P— l_ﬁy)=o.
Et a
P —(2—»)P°+(1—y)P =o0.

Nous verrons plus loin d’autres calculs.de racines pour les équations
au rang, en particulier dans le cas de la polyploidie.

CHAPITRE IIL

ALGEBRES GENETIQUES
ET ¢ SPECIAL TRAIN ALGEBRAS ».

Algébres génétiques.

1° QUELQUES PRECISIONS DE STRUCTURE. — Nous avons 'vu
au chapitre I que si

T=f(Rn, ..., Ra,) meN),
alors T"= o,

L’élément T est donc nilpotent. L’algébre des transformations
correspondant aux éléments de N est une algébre associative formée
d’éléments nilpotents, elle est done nilpotente. N est donc un idéal
nilpotent de A, et est contenu dans le radical R de A. D’autre part,
d’aprés la définition méme du noyau, A — N étant isomorphe a F,
R est contenu dans N. Donc R = N,

Le noyau de la fonction poids est alors le radical de A.

Nous avions démontré au chapitre I que toute algébre génétique
est « train algebra » La réciproque n’est pas vraie, considérons en effet
un corps F de caractéristique 2, et I'algébre engendrée sur F par
(1, vy, vs, v;) avec pour table :

Ie;=v; pour tout {; I2=1; ¢] =0 pour tout 7;

W10 = 935 Ve ¥3== ¥y P31= 93.
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Posons

€A, =1+ 3, z€(vy, vo, v3),

A est « train algebra », car w(x) =& est une fonction poids de A,
et d’autre part, puisque z’= o pour tout z de N = (v, v2, 1),
2= (x —EI)*= o. L’équation principale est donc

23+ B2z = 0.

Cependant N2= N, N n’est pas nilpotent et A n’est pas une algébre
génétique.

Nous avons vu d’autre part que pour étudier la structure d’une
algébre, il est important de savoir si elle a ou non des idempotents.
Il est facile de construire un exemple d’algébre génétique n’ayant
pas d’idempotents.

I1 suffit pour cela que I’équation principale de cette algébre génétique
soit telle que si I'on y fait =z, (x 5= o), V'équation en ¢ obtenue
n’admette pas pour racine 1.

Une algébre génétique — ou méme une « train algebra » — contient
un idempotent i, si et seulement s’il existe une sous-algébre associative
de A qui n’est pas contenue dans N.

_ 29 ALGEBRES GENETIQUES ET ALGEBRES DE JORDAN. — Il est facile
de voir que les algébres gamétiques et zygotiques sont des algébres
de Jordan; tandis que I’algébre A" déduite par duplication de I'algébre
zygotique ne I'est pas : en effet, une algébre de Jordan est toujours
.4 puissances associatives; or, dans A" : pi=o tandis que
Pipi=2"*psF 0.

D’autre part, I'étude faite au chapitre précédent, sur les train
algebras commutatives de rang 2 montre aisément que celles-ci sont
des algébres de Jordan; nous avions d’ailleurs vu qu’elles sont
4 puissances associatives.

Cela nous améne a considérer le cas des algébres génétiques qui sont
en méme temps des algebres de Jordan, sur un corps F de caracté-
ristique différente de 2.

Ces algébres, étant de Jordan, possédent au moins un idempotent,
qui est d’ailleurs contenu dans 'algeébre engendrée par un élément
quelconque de poids 1. Nous avons vu que les valeurs propres de

. . . 1
la transformation R., e étant un idempotent, sont les nombres o, 30
et.uniquement ceux-ci.
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C’est-a-dire que I'équation :

ze =Bz

n’a de solutions que pour 8 = o, % s 1. Soit A.(B) I'ensemble des x€A

tels que xe = x(3; nous avons alors
A = A,(1)+ A, (%) + A¢(0).

L’algeébre T (A) étant une algébre pondérée, dont la fonction poids 6
a pour valeur :
W(T)=a+f(E, & .. Ep)y  Ei=o(2),

nous pouvons donner l'une des valeurs propres de T. En effet :
9(3) = |AI—T| étant le polynome caractéristique, mous avons

?(F)=0 et B[e(T)]=¢[0(T)]=0,
8(T) est I'une des racines de 1’équation ¢(3) = o.
Si A est de plus une algébre de Jordan, nous allons démontrer que
les valeurs propres de T € T(A) sont au plus au nombre de trois :

a; 8(T); a+f(gsi—;-sg,...,;ep), avee Er= w ().

Les ordres de multiplicité de ces racines sont les ordres des sous-

espaces A, (o), Ac(1), Ao (g}
En effet :
Re,or Ryor o.) = ding | £(B, B, L) f(3e 1 IS
f( fier ey -0 ) = gl 15 §9 .. ) 1y 2 1 2 2y e _liaos

ol Ig désigne I'opération identique dans A.(g).
A étant une algébre génétique, nous avons

[AI—=TI]=|(h—a)I—f(R,, =] —e) I —f(Rg,, Ry -00) |

La fonction caractéristique de T est donc
t

e BV CRU L

t, 1, t ! étant les ordres de A. (o), A. (1) et A, (%)

Ce qui nous donne bien le résultat cherché.
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« Special train algebras ».

Nous allons considérer une special train algebra commutative.
Il est possible de mettre une telle algébre A sous une forme qu’on
appellera canonique, et nous allons voir de quelle facon. Cela nous
permettra alors de démontrer le résultat annoncé plus haut
une « special train algebra » est une algébre génétique.

1° FoRME cANONIQUE DE A. — Nous allons exploiter les hypo-
théses de définition.

— A est pondérée : nous allons donc prendre pour base :
(Aoy Uyy ovuy Up—r),

A, étant de poids 1 et (ui, ..., U,—,) formant une base du noyau N-
Nous écrivons alors la table de multiplication sous la forme

Ay= Ao+ (ur), .
Aju,= (1),

wu, = (ug).

La notation (1) désignant une combinaison linéaire des uy.
— N est nilpotent d’altitude « : c’est-a-dire :

o= N&xcNe-tc...cNWcN.

Nous pouvons alors répartir les éléments de la base de N en ensembles
de Ug-éléments, U-éléments, etc., de sorte que les U,-éléments
appartiennent a4 N et non 2 N, les U-éléments & N*) et non a N+,
11 en résulte que le produit de deux Uy-éléments appartient 8 N'), etc.
— Enfin les sous-ensembles N, N, ..., Nt*—1 sont des idéaux de A. )
Il en résulte que
Ao (Up) = (U, Uy, +.0),
Ao (Uy) = Uy, Us, o0l),
A¢(Ug) = (Up, Ugay -.2)-
Considérons maintenant chaque ensemble Uy d’éléments de la base

comme formant un vecteur dont les composantes sont les éléments
de Up.
Alors
AUs= ppUp+ qoUbss+ .. -,

ol Py est une matrice carrée et oit ps, re, ..., sont des matrices
rectangulaires en général.



86 M. BERTRAND.

Une transformation linéaire de A sur les U, soit H,
donne Vo= H(Us), et U= H~1(Vy)

one= I’I,“)H:_l (V‘Q) -+ HI]0U0+1+ PN

Si H est la matrice qui transforme py en matrice diagonale, et si cette
opération a été effectuée pour chaque Uy, on dira que A a été ramenée
4 sa forme canonique. Pour la suite, il suffira que chaque matrice py
ait été réduite a sa forme jacobienne, c’est-a-dire qu’elle ait ses valeurs
propres sur la diagonale et des o en dessous. Alors, en notant 2, les
valeurs propres des matrices py (il y a n nombres 3, en tout), si nous
posons

n—1
xr = EA0+Za,u1,
1

ce qui entraine £.= «(x).
La matrice de multiplication T, prend la forme

IV S S
.= o E)\‘l *
T7”lo o -

0o ) o £k,
Nous allons en déduire le résultat annoncé.

20 UNE « SPECIAL TRAIN ALGEBRA » EST UNE ALGEBRE GENETIQUE, —
Posons, comme plus haut,

T=aT+f(Ry, ..., Ry).
Alors, d’apreés la forme de T, :
Tz -y )

.f(El)‘h E‘.’)\I, ---) “es “je N )
= o IR VR S )
o < (4] f(Ej 7\;;, . ..)
d’ol1 ’équation caractéristique de T. |
IM—=T[=|(A—a)I— f(Ry, -+, Ry ),

M=T[=]0—a—mn) d—a—=m)... (A —x—1na),
avec
n=f(E1 s, B2y .o, (Ephe).
Donc les coefficients de | AI — T | ne dépendent que des w(x,) puisciu’ils

ne dépendent que des &= w(x;), et des A, qui sont déterminés
par la donnée de A. A est donc une algébre génétique,
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CHAPITRE 1V.

ETUDE PLUS PARTICULIERE
DES SPECIAL TRAIN ALGEBRAS RENCONTREES EN GENETIQUE.

Nous allons nous intéresser tout spécialement dans ce chapitre
aux algeébres rencontrées en génétique et a leurs idempotents. Comme
nous P’avons dit plus haut, en effet, les idempotents jouent un role
important en génétique, car ils représentent des populations stables.

Etude des idempotents.

Nous prenons comme base de A :
(61, €3, vy e,,) ES '(Ao, Uiy o3 ll,n‘_'j),

comme nous l'avions fait au chapitre précédent, avec w(A,) = s
et (U, ..., Us—) étant une base du noyau N.

La table de multiplication s’écrit

e ¢ =2711k3k,
k

avec
Ti1 =13 Ti/k=0 pour k<j;
et
Yiyjk=0 pour #,j>1 et k = max (i j).

D’autre part, on voit que les y;,, sont les éléments de F notés
*au chapitre précédent, c’est-a-dire les valeurs propres de Ry, On a
nécessairement A, = 1. Nous pouvons alors démontrer le premier
théoréme.

1© TuEOREME 1. — Toute special train algebra posséde un idempotent
non nul unique, pourvu que 2}, soit différent de 1 pour lout i

n

Nous allons donc construire un idempotent z =2x,el, et le mode
1

de construction prouvera en méme temps existence et unicité.
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Dire que z est idempotent, c’est dire qué :

n L] n
E x, e, = E Zi€j.
1 1

Nécessairement, 1, =1.
Nous avons

n 2 n
U N
zie ) = Y xle+ Y xx e e
=1 1 i#£y

Nous allons considérer un &lément de base déterminé, soit Cims
et chercher la forme de son coefficient dans ce développement.

Le coefficient de e, est

21': Yim +2xl ZiYhm,
i 12y

or I'étude de la table de multiplication de A nous montre aisément
que ce coefficient est de la forme

2 Ty + Pz, 2>, ..., Zm—1),
P étant un polynome dont les coefficients dépendent des ..
Nous avons donc & résoudre :

22+ Py, Zoy vuny -z'mTl) = Zm:
Cette équation montre que le calcul des xz, s’effectue de proche
en proche :

Sachant que x, = 1, nous en déduisons -, puis z,, ..., x,; ce calcul -
est toujours, possible puisque nous avons supposé 2,7 1 pour tout m;
et son résultat est unique.

20 COROLLAIRES,

a. Cas ot 22;=1; 24521 pour i > 2. — Nous avons toujours z, = 1.
L’équation qui donne x, est

200X+ Y1l = 1.

Puisque 2. =1, cette équation est une identité, pourvu que viy» = o.
Donc si 11172 o il n’existe pas d’idempotent non nul dans A.
Si Y11- = 0, le nombre 2, est arbitraire; on calcule ensuite z,, .. v T
de fagon unique, comme au 19, si . est donné; il y a donc une famille
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d’idempotents & un paramétre; ce parametre est la coordonnée corres-

pondante & celui des 2, qui vaut % (dans un corps F de caractéristique
différente de 2).

. I
b. Cas ot r des nombres A, exactement valent 5 Pourvu que

la table de multiplication de A vérifie certaines conditions que nous
n’expliciterons pas, A posséde alors une famille d’idempotents & r para-
meétres. Si toutes ces conditions ne sont pas vérifiées, il n’y aura
pas en général d’idempotent non nul.

Nous allons nous placer maintenant dans le cas ou F est le corps
des réels.

Nous pouvons alors parler de convergence: une suite d’éléments y; € A
tend vers y € A si et seulement si, en posant :

n
Yi= Elxmiem: Y = E ZmCm,

m=0 m=0
on a
&y~ X, pour tout m,

La convergence ainsi définie est nécessairement indépendante de
la base choisie.

30 THEOREME 2. — Dans une special train algebra, la suite des puis-
sances pleines d’un élément de poids 1, tend vers un idempotent, pourvu

. . o proe L I
que les nombres ), pour i >1 aient une valeur absolue inférieure a .

Démonstration. — Soit a un élément de poids 1. La suite des puis-
sances pleines de a s’écrit

9
Qp=4a, ey Apiyq1 = a,,

Posons

1l faut prouver que la suite des x,, tend vers la valeur de x,, trouvée
au 1° dans le calcul des composantes de I'idempotent; et cela pour
tout m.

Nous avons x,, = 1 pour tout i, donc la suite z,; tend bien versx, = 1.

Nous allons faire une démonstration par récurrence : supposant
que Tn—>2>, ..., Tou—> T, NOUS allons montrer que Tp.1,;~>Zm 1.
D’aprés la construction de la suite a, nous avons la relation :

R
Zpm 1,01 = 2 h 1 L1, P(zyy . ovy ZTna),
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ol P est un polynome de degré 2 dépendant de la table de multiplication
de A,
Alors
P(2iy «ovy Zmi) >P(&1, ooy Tm).

Les théorémes sur les limites nous disent qUe Zm+1,,+1 a Une limite
donnée par 2t 1Tmis+ P@y, ..., ) pourvu que |24, |<1.

Comme nous nous placons dans cette hypothése, et puisque
le polynome P est le polynome introduit au 19, la suite Tjuiy,.s1
a une limite qui est précisément x,.. ’

_ 5 . 1
Le théoréme s’étend aux cas ol plusieurs des 2, valent ~, pourvu
que la table de multiplication vérifie certaines conditions. Ainsi
1 o .
lorsque seul 4, vaut -, le théoréme est vrai pourvu que yi,»=o0;

autrement la suite x,, est une progression arithmétique qui n’a pas
de limite.

Nous allons utiliser ces théorémes dans 1’étude des algébres
construites 4 partir des phénoménes de mutation, de sex-linkage,
et de polyploidie.,

Algébres de mutation.

. )

19 ALGEBRE GAMETIQUE. — Nous considérons toujouré un caractere
présentant deux génes alléeles D et R, mais nous tenons compte cette
fois des phénoménes de mutation, c’est-a-dire qu’une proportion r
de gamétes D se transforme en gameétes R et une proportlon S
de gamétes R se transforme en gamétes D.

Nous avons donc pour ’algébre gamétique la table de mu]tlphcatlon
suivante :
D°=(a—r)D+ rR; Rz2=sD+ (1—s)R,

DR=§[(1—1‘)D+rR]+—Iz—[sD+(|—s)R]
ou

DR = (1—r+s)D+— (1—s—=+r)R.

!
2
Faisons un changement de base, posant :

u=D, v=D— R
Alors la table devient :

1
uw=u—rv; v2=0; uv = (1~ r—s)v;
2
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Nous voyons alors sous cette forme que l'algébre ainsi construite
est « special train algebra ».

Et Pon voit immédiatement que I'une des valeurs propres 1, n’est
égale & —;— que sir-+s=o,

Il 'y a donc un idempotent unique si r +s=o et les puissances
pleines d’un élément de poids 1 ont cet idempotent pour limite
pourvu que o<<r -+ s<< 2.

L’interprétation génétiqué n’est évidemment valable que pour
oLr<Li, o=Ls<1. Donec la condition r-+s Z o est toujours

" réalisée sauf danslecasr =o,s=o (absence de mutation) pour lequel
on sait que P’ = P, c’est-a-dire que la stabilité est atteinte a la seconde
génération. Et la condition o<r-+s< 2 "est toujours réalisée,
sauf pour r =1, s =1 : les puissances pleines d’un élément de poids 1,
soit P =aD + PR avec a + (3 =1, oscillent alors entre aD - BR
et D 4 «R, il y a instabilité.

2° ALGEBRE ZYGOTIQUE. — Sa table de multiplication s’écrit :

A =(1—r)2A+2(1—r)rB+rgG,

B? ::2(!—1‘-{-3)"1\—0—%(I—r+3)(l+l‘— s)B—l—-%(l-«—r—s)’C,

C =82 A+2(1—s)sB+(1—35)2C,
AB=i(l,—r)(l—r+s)A+é[l+(l——2r)(r—s)B+;r(l+r—s)C,
BC =%s(l—r+s)A+%[l+(|—2:s)(s—r)]B+%(l—s)(1+r'—s)(},
AC\= (—r)sA+(0—r+2rs—s)B+(1—s$)rG,

olt nous avons posé :
A =Dz, B = DR, C = R2.
Par un changement de base :
a=A; b=A—B; c=A—2B4C.
Nous obtenons la nouvelle tablg :
1
4

ab = é(l—-—r—s)(b-—)‘c): ac=be=c"=o.

a’=a—2rb 4+ ric; b =

(1—r— s)*C,/

Nous avans donc encore une « special train algebra ».



92 M. BERTRAND.

Hérédité liée au sexe.

Nous allons étudier dans ce paragraphe l'algébre zygotique qu’on
peut construire dans les cas ou l'on doit distinguer les deux
sexes.

Supposons toujours que le caractére dont nous considérons la trans-
mission héréditaire posséde deux génes alléles, mais nous supposons
cette fois que ce sont les chromosomes X qui portent les loci corres-
pondants.

Nous avons alors cing génotypes : deux pour les individus XY
(les maéles en général) : A,=D; C,=R; trois pour les individus XX
(les femelles) :

L’algébre considérée est donc d’ordre 5; étant donné que deux individus
de méme sexe ne donnent pas de progéniture, nous aurons pour table :

Al =o; C} =o; Al =o0; B

vio

=0, G

w2

= 0,

A1A2=%(A1+A2); C1CJ=%(C;+C7);
A;B,= ;(Ai—i— Ci+ Ao+ Bg),
4

Ang= %(Cl‘l— Bg),

ASC,y = é(A1+ B,),

BiGj = 'I;'(A1+ C1+ B-)+ C;).
4

Nous voyons donc que cette algébre posséde une base dont tous les
éléments sont nilpotents; elle n’est donc pas pondérée et a fortiori
n’est pas spécial train algebra.

Nous allons voir cependant que A contient une sous-algébre qui est
special train algebra; et cette sous-algebre n’est autre que le sous-
ensemble A? qui contient tous les éléments représentant des
populations.

Pour le voir, nous allons poser comme nouvelle base de A :

a=Ay; = A+ As; v=A;— Cy; w=A;—C~+ Av— C>;
z2=A,— 2B+ C,.



ALGEBRES NON ASSOCIATIVES ET ALGEBRES GENETIQUES. 93

La table devient alors :

. I
a?= o; ua = - u; va =0}
2
wa ! +Iz
= -w -+ - 3; za = o0;
2 4 b 9
ul=u; uy Iw Io—f—lz
=u; —_ s - 1z
4 4 4
1 1
Uw = —w + ~3; Uz =o0;
2 2
2 . T, .
v2=o0; = -z; $3Z=0;
wi= 3, w3z = 3= o0.

Le sous-ensemble A? est alors engendré par les éléments (u, v, w, 2),
qui en forment une base. En prenant pour fonction poids dans A?
la fonction w définie par :

w(z) = k.
Si

r=Eu—+Ev+Ew+E 3,

On voit que 'algébre A? est pondérée; d’autre part u a alors pour
poids 1, et le sous-ensemble (v, w, 2), qui est I'idéal N, est tel que :

(v, w, 3)2=3; (v, w, v)3=o0.

A’ est bien special train algebra.

Recherchons les idempotents de A, en appliquant la méthode vue
précédemment :

)\|=I; lg:r—-z-; )\3—

soit
e=FEu-+Ev+Ew+E3

Pidempotent cherché :

%, =1; comme Y12 =0, {» = 0; pour le calcul de Z,, nous obtenons :
£, =4, équation indéterminée, enfin £ =] + Za.

Nous obtenons donc une famille d’idempotents 4 un paramétre :

e=u-+Etw+ (E+§2)s.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 162. 7
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De méme, les puissances pleines d’un élément de poids 1 tendent
vers I'un des-idempotents trouvés.

En revenant a la base introduite génétiquement, les idempotents
s’écrivent :

(+E) A+ (1+E6)°A—EC+ §Ca— 2§ (1 + £) Ba.
Pour homogénéiser, posons :

f+1=a; E=—0f;
alors

e=aA;+ BC;+a?Ay+203B,+ B2C,, avec a+fB=1I

Nous allons maintenant considérer les mutations dans le cas

sp 2 Y 2

Sex—linkage avec mutations,

Avec les mémes notations que précédemment :
AjA,= %[(1— rYAy+rCi+ (1—r)2 A+ 27(1— r) By + r2Cr],
Ci G, =é [sAi+ (1—s) Ci+25(1— s)Ba+ 52 Ap+ (1 —5)2Cs ],

CilAds=-{(a—r)A1+rCi+s@—r)A,

I
2
+[rs+(0—r)(1—s)]By+r(1—s)Ce },
ALCy =§ ([5As~+ (1— ) Cy+ s(1— r) Ay
+[rs+(—r)(1—s)]Bs+ r(t—s)GCa},

A;B, {'(1—r-+—s)A1+(x—r+s)C1+_(1—7‘)(I——r+S)A=

I
4
+[1+(1—27r) (r—s)I1Be+r(t+r—s)Cs},

CiB; =%{(1—r+s)A1+(x+r—s)Cl+s(1+s——r)A2
+[1+(1—28)(s—r)]Be+(1—s)(1+r—s)Cs}.
Comme au paragraphe précédent nous posons :

a=Ay; uw=A;+ A,; 0= A;—Cy;
W=A1——C1+ Az—-Cz; 3= Ag—2Bz+C|-
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Et nous en déduisons la table :

L J— . __1 1 1 g -
a’ = o; ua_{—zu—-—grw—;r(l—r)z; va = o;
1 I 1
wa = Z(l—r——s)v+ Z(l——r—s)w—i- —(1—2r)(1—r—s)az; za =o;
4

wW=u—rw—r(1—r)z;

up = —2—(]——-7‘—3)'“)— %(I——-I‘—S)V‘f— %(1——2’) (1—r—s)a;
uw=(—r—sw+(1—ar) 1—r—sz

I
uz=o,; vt=0; vw:;(l—r—s)‘lz; V3 =0;
w2=(1—r—s)"3; w3z =0, 2=o.

De méme que plus haut, le sous-ensemble A’ est special train algebra,
et nous pouvons prendre pour base (u, v, w, z). Pour en connaitre
les idempotents, nous calculons les 2, :

1 I s
AM=1; l»:——z(l—r—s); h:;(l——r—s); A=z 0.

Nous voyons que, pourvu que r+ s3%o, il existe un idempotent
unique non nul. La distribution génotypique tend vers une distribution
stable pourvu que r = s21.

Polyploidie.

Nous avons jusqu’a présent considéré des cas de diploidie, c’est-
a-dire les cas oi1 les cellules contiennent exactement deux représentants
de chaque sorte de chromosome. C’est le cas le plus courant, mais
il arrive que chez certaines espéces il y ait plus de deux représentants
pour chaque sorte de chromosome. C’est ce qu’on appelle la polyploidie.
Ainsi les tétraploides ont quatre ensembles de chromosomes homo-
logues, et les hexaploides en ont six. Nous allons considérer la trans-
mission héréditaire d’un caractére présentant deux modalités, se tradui-

-sant par les deux génes alléles A et a.

Dans le cas de la tétraploidi¢, un individu aura pour formule, par
exemple, le type AA Aa; il libérera alors deux sortes de gamétes,
AA et Aa; si on le croise avec un individu aa aa, on obtiendra une progé-
niture de deux types différents : AA aa et Aa aa. Nous allons étudier
le cas général ou les cellules d’un individu contiennent 2n ensembles
de chromosomes homologues. Nous en déduirons I'étude de 1’algébre
gamétique, puis de I'algébre zygotique dans le cas de la polyploidie.

7.
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1° ALGEBRE GAMETIQUE. — Nous noterons A, Ay, ..., A, ..., A
les diverses possibilités que peut présenter une suite de n chromosomes :
ainsi A; désignera la suite comprenant i génes A et n— i génes a.
La formule d’un individu s’écrit alors :

A A, avec (=0,1,...,R; J=0,1,...,nN.

La loi de multiplication de I'algébre gamétique, dont la base est
constituée par les A,, exprime les proportions des différents gamétes
que peut libérer un individu A, A, :

n
Q9 '
= h A n—k
=0

avec la convention suivante :
Cr,=o0 pour r<<o ou r>n.

Pour prouver que cette algébre est special train algebra, nous allons
effectuer un changement de base, en posant

p
B,,:Z(_x)ic;A,,_,
1==0
et nous allons chercher la table de multiplication de cette base.

Pour cela, utilisant les propriétés des combinaisons, nous allons
démontrer deux résultats :

s
Z (_ 1 ),.CI\‘ pi’.u—l'
r=0

a. . s '
=Ci(Ce)~| X (=1 CsAnr pour o Zs< n
r=o
= o pour n<s<2n,
avec
n
Pi=(C4a) D CiCIRLA, o<t <an,
=0
en fait, P,= AiA, avec i+ j =1
En effet :

s a$ n
(=1 Pan= (CL)= Y, D (— 1)y CyChp, CEAY,

r=0 r=0 {=o0
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or
CiCr=CrCir et C,—Ch, =G,
d’oi :
£
2 (— 1) CL Gl ="Cls
[z==0
ou encore

s—{n—1)

%l , _
2 (—1y C'.\—(u x)Cfu-i—t= ngis'

=0
En sommant par rapport a r:
$
3 (oG Y Ol = O
r=n-—i
Nous obtenons donc I'expression :

n n
(€)Y (— 1) G, Gty Au= (C)~ Y (— 1)+ Gl Gty An
=0 .

=0

ou encore

3 s
2(—“ l)’ CQPZII—I‘= C'rfr.(C;;n)—l [ Z (’_ I)"Cf, An—r:l

r=90 r—u

qui est la relation cherchée.

b B.B,= (C4/)~1C{/ By, pour i-+j<n,
’ BB, = ) pour i-+j > n.
En effet :
J\ 3 L S+t
[2<—*>’C‘s A,,-,] [ Z(—r)fcsAH] =¥ (—1)ClPans.
i=0 =0 i=0

D’autre part, nous pouvons utiliser le résultat a, et nous en déduisons
immédiatement que :

B;B,= (C47/)~'Ci¥/Buy; pour i+j<n,
B;B;= o pour I—+j>n.

Nous avons donc trouvé la table de multiplication de la base B,.
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La forme méme de cette table prouve le résultat cherché : I'algébre
gamétique rencontrée dans le cas de . polyploidie est special train
algebra, et ’ensemble des 2, est

A= (CL,)1CYL, oZLiZLn.
Nous avons bien 2,=1; d’autre part, }, = %, et les autres valeurs de A;

. N I
sont inférieures a 5

Nous allons étudier la forme des idempotents de cette algtbre,
et pour cela expliciter la formule de changement de base entre
la base {A,} et la base {B, }.

Un élément de I’algébre a pour expression par rapport & la base A, :

n
xr = E Z, An—i-
=0

D’autre part,

P
Bp =2 (———I)tC'lpAn_l.

1=0

n
x =Zy,,B,,.
p=0

Remplagant B, par son expression de définition :

n P
x =2_yp2 (—1)CL A ps.

p=0 =0

Posons

D’oli, par identification,

n .
Zy= (— 1)‘2}’100;'
p=i
Et enfin inversement :

ix,An_,zi (— I)/’[ i Cf;a:s] Bp.
=0 p=0 s=p

Un élément de cette algébre représente une population pourvu

qu’on ait £;> o pour tout i et Zz, =1.
i=o0
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La composante z; représente 1a pfoportion des types ayant i génes g.
Pour interpréter génétiquement les composantes y,, remarquons

que si z, est la proportion d’individus ayant au moins P génes a,
nous avons :

n
= (o)~ Y, G as
-!:p

Alors :

n n n n
Zz,A,,_.=Z(-—x)ﬂ[ Z Cl;z\] B,,=Z(—x)ﬂcgz,,3,,.
=0 p=0 s=p

p=0
Donc

Yp=(—1)PClL 3,

Nous allons en déduire le théoréme suivant :
n
Pour qu’un élément non nul z=2(——:)PCﬁz,,B,, soit idempotent,
p=0
il faut et il suffit qu’on ait z,= z? pour tout p>.1.
Si ces conditions ne sont pas vérifiées, aucune puissance pleine
de I'élément z n’est idempotente,

Démonstration. — Supposons que z,=z{, p>1,

n ? Il‘ n
[Z(_l)pc;;z,,]s,,] =¥ Y (—1p+1C; Ce3p 3B, By
p=0 p=0 g=0
Puisque

B, By = (C217) 1 CL*I Bpayg,

le coefficient de B, dans le développement du carré devient :

(— )7 (C5a)~1C7 Y, Ch G Bt
1=0
Si donc par hypothése :

n=123; =T
alors,
3y Bpy= 2] = 5.

Et comme

r
E Cln Cr= Cin,
i=0
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le coefficient de B, dans le développement du carré est bien :
(_ I )I CZ Zry

I'élément est idempotent, et la condition est suffisante.
Réciproquement, tout élément

n
5= (=10 Cf2pB,,
p=0
oll 2, =1; z, arbitraire; z, = z} pour p > 1 est idempotent.
En effet, il résulte de la partie directe qu’il existe des idempotents,

N 1 y
or nous nous trouvons dans le cas ol A, = > tous les autres A, étant

inférieurs a 2 Les idempotents de I’algébre forment donc une famille
de parametre z,, qui est la famille considérée.

D’autre part aucune des puissances pleines d’un élément non
idempotent n’est idempotente. Cela résulte de la démonstration du
théoréme 2 établie dans les généralités : si pour A;Zo, a2 a.,
alors a,3% a, pour tout n.

2° ALGEBRE ZYGOTIQUE. — Les bases de I'algébre zygotique
ont 2 n éléments.

Si T'on appelle a, le génotype possédant i génes A, I’ensemble
des {a,} i = o0, 1, ..., 2 n, forme une base de I’algébre.
Comme précédemment, si I’on pose

p
b,,=2(— 1)!CL @anse
1=0

On a une nouvelle base, dont la table s’écrit
bpbg= (C5,)~"(C1,)~" (CR) Clbp+g, Py g<m, -
=o, poug>n.
Ce qui entraine le résultat suivant :

L’algébre zygotique, dans le cas de la polyploidie, est une « special
train algebra » dont la table de multiplication donne les nombres 2.

Comme pour l’algébre gamétique, nous étudions I'existence d’idem-
potents. Nous avons -

2n 2n
~
z = 2 X Qop—y= E (—-1)PC12'nzpbp.
=0 p=0
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Et, de méme que précédemment :
Pour qu’'un élément non nul soit idempotent, il faut et il suffit
que z, =z} pour tout o < p <L 2an.
Mais ici, nous pouvons démontrer un résultat supplémentaire;
en effet la base b, est telle que b, b, = o si I'un des deux nombres p et ¢
est supérieur 4 n. Considérons donc un élément z tel que z,=1z{

pour o< p < n. Il en résulte que dans z et dans z°, les coefficients
de b, pour p < n seront identiques.

Puisque b, b,= o pour p >n, les coefficients dans z?> dépendent
uniquement des coefficients des b, pour p<n dans z Par
suite, (z?)’ = 22

Si donc z, = z% pour o < p < n, 2’ est idempotent.

Nous allons maintenant introduire des mutations dans le cas de
la polyploidie.

Polyploidie avec mutations.

Nous supposons donc toujours que nous sommes dans le cas de
la polyploidie. L’algébre obtenue dans le cas ol l'on introduit des
mutations se déduit de I’algébre gamétique étudiée ci-dessous par
une transformation linéaire T. Appelons en effet r et s les taux de
mutation respectifs des deux génes.

~Alors, nous avons :

n
T(A”:Z[ 2 Cr C‘,;_,(l—r)"r‘—"(l——»s)"—"““'s"] A,
=0

uU+—=1

Nous allons en déduire les éléments transformés des B,.”
Si

n
T (A =Zau Ay
¢=0
1ious avons

n n—p
T(A) =, (— I)p[ >z, a“BP]
p=0 =0

En utilisant des développements de binome et les hypothéses
de définition, on obtient T(B)) :

T(Bp) =@ —r— s)P Z (=127 CIhri—P By
q=p
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Si Yon écrit alors T (B;) T(B,); on voit que :
T(B;B,) =T (B,) T(B,).

D’oi 1a table de multiplication de la base {f,=T(B)}:
Pouri +j<n:
n—it—j
ttj= (C5/)1C/ (1—r —s)b+ Z (—DRCE_ 1 tir i 1,
k=0
=0 i+J>n.

Il en résulte que l'algébre gamétique ainsi construite est special
train algebra, Et :
A= (Chn) 1 CL{1—r —s)L

11 existe un idempotent non nul unique pourvu que o < r4s.<a.

Ily astabilité sir # s =1.

Lorsque r=s=1, la stabilité est atteinte en une géngration.

Mémes résultats pour I'algébre zygotique : c’est une special train
algebra, ce qu’on voit en prenant pour éléments de base les 6, = T(d,):

816, = (Chn)~1(Cf,)~*ChL CL(1— r — s)i+/
2n—i—y ’

> (—0)AChy, rA 0y ik pour ¢, j<Zn,

k=0
6,0, = o pour iouj>n.
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