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Summary. We describe the class of complex filiform nilpotent Lie algebras
provided with a not trivial external torus of derivations. We prove also that, for
dimensions greater than 8, any algebraic irreducible component of the variety
of complex nilpotent filiform laws of Lie algebra contains an open set whose
elements are characteristically nilpotent laws.

1 Introduction

Une algeébre de Lie de dimension finie sur un corps de caractéristique nulle est
caractéristiguement nilpotente si toutes ses dérivations, c’est-a-dire les endomor-
phismes vérifiant

fIX, Y] =[f(X), Y]+ [X, f(YV)],

sont nilpotentes.

Une telle algébre est nécessairement nilpotente. En effet toutes ses dérivations
intérieures sont nilpotentes et d’aprés le théoréme d’Engel 1’algébre de Lie est
nilpotente. De plus ces algébres ne peuvent jamais apparaitre comme des radi-
caux d’algébres de Lie non résolubles dont la partie semi simple de Lévi n’est pas
un idéal. En effet les opérateurs adjoints associés aux éléments non nuls d’une
sous algébre de Cartan de ’algébre semi simple de Lévi agissent sur le radical
comme des dérivations diagonales non nulles.

La définition et le premier exemple d’une telle algébre ont été donnés par Dixmier
et Lister [D-L]. Les travaux de Dyer [Dy], Favre [F] et Luks [L] décrivant des ex-
emples de ces algébres en petite dimension faisaient supposer que la classe de ces
algébres caratéristiquement nilpotentes était relativement maigre. Ces exemples
permettaient tout de méme de conclure a I’existence d’une telle algébre de Lie en
toute dimension n, n > 7, la somme directe de deux algébres caractéristiquement
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nilpotentes étant aussi caractéristiquement nilpotente [L-T]. L’inexistence en di-
mension inférieure ou égale a 6 résulte de la classification des algébres de Lie
nilpotentes sur un corps de caractéristique nulle [Di] et [M]. Récemment I'un des
auteurs a mis en évidence un ouvert de Zariski dans la variété des algébres de Lie
nilpotentes constitué uniquement de ce type d’algebres et ceci dés la dimension
7 [H2]. Le 16le de ces algébres semble ces derniers temps plus fondé. On peut
noter ce réle dans la classification des algebres de Lie rigides [A-G], dans les
représentations fidéles des algebres de Lie nilpotentes [B], dans la classification
des algebres résolubles.
Le but de ce travail est de décrire I’ensemble des algébres filiformes caractéristi-
quement nilpotentes. Comme conséquence, on établit que toute composante
irréductible de la variété F,, des lois filiformes contient un ouvert de Zariski non
vide constitué d’algébres de Lie caractéristiquement nilpotentes dés que n > 8.
Quant aux dimensions inférieures, on sait que F7 ne contient pas d’ouvert de
Zariski constitué de ces algébres [C].

Nous remercions le Professeur H.P. Kraft pour ses critiques et suggestions
qui ont permis une amélioration significative de ce travail.

2. Dérivations diagonalisables d’une algébre filiforme

2.1 Algébres de Lie filiformes
Soit g une algebre de Lie nilpotente complexe de dimension finie n. Pour tout
X € g —[g,g] on note
C(X) = (CI(X)! 62(X)7 T 1)

la suite ordonnée décroissante des dimensions des blocs de Jordan (les invariants
de similitude) de l’opérateur nilpotent adX. En ordonnant ’ensemble de ces
suites par Iordre lexicographique on peut définir un invariant a isomorphisme
prés de g par

o(g) = Sup(c(X), X € g [9,9])
appelé la suite caractéristique de g.

Définition 1 L’algébre de Lie nilpotente g est filiforme si sa suite caractéristique
¢(g) est mazimale, c’esi-d-dire égale 4 (n —1,1).

2.2. Algébres filiformes graduées

Soit g une algébre de Lie filiforme. Elle est naturellement filtrée par la suite
centrale descendante

Ci(g) =g, i<0; Ci(g)=1[sC"g)],i>1

Ceci permet d’associer & toute algébre de Lie filiforme une algébre de Lie graduée,
notée gr(g) également filiforme définie par

gr(g) = C""(a)/C'(0).

i€Z
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Exemples.
1. Soit n > 2 et L,, ’algébre de Lie de dimension n + 1 définie dans la base

(Xo,X1,--+, Xn) par:
[XOyX:']:X,'.H 1<i<n—-1

{les crochets non écrits étant nuls, exceptés ceux découlant de I'antisymétrie).
On aici gr(L,) = Ly,.

2. Soit n = 2k + 1, k > 1. L’algebre de Lie Q,, de dimension n + 1 définie
dans la base (Xo, X1, -, Xn) par

[Xo, Xi]=Xiy1 1<i<n—1, [X,Xni]=(-1)'X, 1<i<n—1

vérifie aussi gr(Qn) = Qn.

Lemme 1. Soit g = g1 + 82 + - + @n une algébre de Lie filiforme graduée
de dimension n + 1 vérifiant gr(g) = g¢. Il existe alors une base homogéne
(X0, X1, "+, Xn) de g avec Xo et X1 dans gy et X; € g; si i > 2 telle que
lUon ait g = L, oug=Qy,.

La démonstration de ce lemme est due & Michele Vergne [V].

Corollaire 1. Soit g une algébre de Lie filiforme de dimension n+ 1. Il eziste
alors une base (Xo, X1, -+, X,) de g telle que l'on ait sost

k=n-i—j
() [Xo, X:] = Xip1, 1<i<n—1, [XoXj)= D abXipjpe,
k=1

sott, et ce cas n’est possible que st n est tmpatr
()Xo, Xi] = Xig1, 1<i<n—1, [X{Xoi]=(-1)'Xs, 1<i<n—1,

n—i—j

Xo X1= ) afiXigje.
k=1

La base (Xg, X1, -+, X,) ainsi définie est appelée base adaptée.

2.3. Bases adaptées d une dérivation diagonale

Soit g une algébre de Lie filiforme admettant une dérivation diagonalisable f # 0.
Soit (Xo,X1, -+, Xn) une base adaptée de g. Il n’y a, a priori, aucune raison
pour que cette base soit une base de vecteurs propres de f. Le théoréme suivant
met en évidence deux possibilités : ou bien on peut trouver une base adaptée
de g qui soit une base de vecteurs propres de f, ou bien on peut trouver une
base de vecteurs propres de f non adaptée pour g mais qui contienne un vecteur
Xeg—[g g)tel que c(X)=(n—2,1,1).

Théoréme 1. Soit g une algébre de Lie filiforme de dimension n + 1 et
f une dérivation diagonalisable de g. Il existe une base de vecteurs propres
(Zo,Z1,+ -, 2Zy) de f telle que:
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[ZQ,Z,'] =2Zi41, 1<i<n-2, [Zo, Zn—l] =a;Zn, a;=0oul,

et donc (n—2,1,1) < ¢(Zo) < (n—1,1).
La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 2. Sotent f et g deur endomorphismes de C". Supposons que f sout
diagonalisable et que g soit nilpotent. Si f et g vérifient [f, g] = g, il existe alors
une base de vecteurs propres de f qui soit une base de Jordan de endomorphisme
nilpotent g.

Ce lemme donne une condition de réduction simultanée pour deux endomor-
phismes de €, 'un étant diagonalisable. Cette condition peut étre interprétée
de la sorte: f et g engendrent une sous algébre résoluble (de dimension 2) de
’algébre de Lie End(C™) dont le nilradical soit de dimension 1 et admet une
représentation en matrices nilpotentes.

Démonstration du lemme. Soit (Xi,---,X,) une base de vecteurs propres
de f associés aux valeurs propres (A1,---,An) (certaines de ces valeurs pouvant
étre égales). Alors comme [f, g] = g, g(Xi) est un vecteur propre pour A; + 1 si
cette valeur est valeur propre, sinon g(X;) = 0. Considérons toutes les racines
parmi les valeurs propres (/\1,- ,An) telle que A — 1 ne soit pas une valeur
propre. Supposons que ces racines sment (/\1, -, Ar). Pour chacune de ces A;,
i=1,---,r, on pose S(A) = (M, A +1,---, A +p,) ol p; est tel que A; + ¢
est une valeur propre pour 0 < t < p; mais A + p; + 1 n’est pas valeur propre.
Alors les espaces Ef = |Ji=h' Ex;4¢ olt E) est I’espace propre associé & A sont
supplémentaires et invanants pour g. Maintenant la réduction simultanée pour
la restriction & chacun de ces espaces invariants des endomorphismes f et g
correspond & la jordanisation de g.

Corollaire 2. Soit f une dérivation diagonalisable de Ualgébre de Lie nilpotente
g. Alors, pour tout vecleur propre non nul X de f associé @ une valeur propre
non nulle, les opérateurs f et adX peuvent étre réduits simultanément.

Remarque: Si A = 0, les opérateurs f et adX commutent et le lemme de
réduction simultanée est mis en défaut. Mais si la dérivation est non triviale, il
existe toujours une valeur propre non nulle.

Démonstration du théoréme 1. Soit une base (Yp,Y1, --,Yn) de vecteurs
propres de f. Comme g est filiforme, on peut supposer Yy , Y1 € g —[g9,8] et
Y2,---,Y, € g, 0] Siles vecteurs Y et Y) sont associés & des valeurs propres

nulles, toutes les autres valeurs propres de f sont nulles car ces deux vecteurs
engendrent g. On peut donc supposer que la valeur propre associée a Yj soit
non nulle. Les opérateurs f et adYy peuvent étre réduits simultanément. Ainsi
peut-on supposer que la base (Yp, --,Yn) soit une base de vecteurs propres
de f ainsi qu’une base de Jordan de adYg Supposons également que c¢(Yp) >
c(Yl) Déterminons ¢(Yp). Soit (Xo, X1, -, Xn) une base adaptée de g. Qultte
4 multiplier Y ou Y; par un scalaire non nul nous pouvons supposer que ’on
ait:

i=n i=n
1) Yo =Xo+ZaiX-’ , Yp =d0Xo+Zd;Xi dy # aydy
i=1 i=1

ou bien
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2) i=Xo+d biXi, o= aXi a#0.
i=1 $=1

Dans le premier cas on pose :

Zy=Yy , Z1=N

Zy = [Yo, V1] = (d1 — a1do) X2 + E'Yuxi
1=3

n
Zk41 = (adYo)*Yy = (di - a1do) Xe41 + Z YeiXi.
i=k+2

Si la base adaptée (Xo,---, X,) vérifie la condition (ii) du corollaire 1, alors
(Zo, -+, Zy) est une base de vecteurs propres de f vérifiant ¢(Zp) = (n 2,1, 1).
Si la condition (i) est vérifiée, on a alors ¢(Zy) = (n — 1,1).

Dans le deuxiéme cas on pose Zp = Y1 , Z1 = Yy et Z; = (adY;)*~'Z; pour
2 < i < n. Ces vecteurs sont bien des vecteurs propres de f. Si la base (X;)
est du type (i) du corollaire 1 alors ¢(Zg) = (n — 1,1). Si la base (X;) est du
type (i1) alors soit &1 /c1 # 1 et Z, # 0 d’ou ¢(Zp) = (n—1,1) soit by = c1 et
¢(Zy) = (n —2,1,1). D’olu le théoréme.
Corollaire 3. Il existe une base (Zg, 21, -+, Zy) de g formée de vecteurs propres
de f telle que

- soit gr{g) = L, et (Zo,21, -, Z,) est une base adaptée de g,

- soit gr(g) = Qn et (To — 11, T1,---,Ty) est une base adapiée de g, avec
Tv=20-2,,T1=2,,T; =[To,Ti-1], 2<i < n.

Une telle base sera appelée base de g quasi adaptée pour f.

3. Classification des algébres de Lie filiformes de rang non nul

Rappelons qu’un tore maximal de dérivations de g est une sous algebre abélienne
maximale de 1’algébre des dérivations Der(g) formées de dérivations diagonali-
sables deux & deux commutantes. Comme tous ces tores maximaux sont deux a
deux conjugués [M], le choix de la dérivation diagonale n’a que peu d’'importance.

Définition 2 Le rang de Ualgébre de Lie g est la dimension commune de tous
les tores mazimauz de dérivations de g.

Théoréme 2. Soit g une algébre de Lie filiforme de dimension n + 1 et ad-
mettant une dérivation diagonalisable f non nulle. Il eriste alors une base de
8, (Zo, 21, -, Zn), quasi adaptée pour f dont les crochets vérifient l'un des cas
sutvants :

(i) 8= Ln
[Z0,2:) = Ziz1, 1<i<n—1; [Z,Z]=0,1<ij<n
(i) g = Apyq(ar, -y ae) 1<r<n=3 t=[n-r-1)/2
[Z0,2i]=Ziy1 1<i<n—1
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t
1Z:, 2] = (Y o(=V)**CFT_ ) Zigjar , 10,5 <n et i+j+r<n.
k=1

(iii)) g=Qn n=2m+1
[Zo,Zi] = Zig1, 1 Si<n~2; [Zi,Zn])=(-1)'Z,, 1<i<n—1
[2:,Z;1=0 1<i,j<n et (i,j)#(k,n—k) pour 1<k<n-1
(iv)g= B (e, ,q) , n=2m+1,1<r<n—4,t={n-r-2)/2

(20,2 = Ziz1, 1<i<n=2 ; [Zi,Zn~]=(-1)'Zn, 1<i<n—1

t
Zi.Zi]1= () ap(=1)*C* L VZiyigr, 1<ij<n—leti+j+r<n—1
3 j-k—1 i+
k=1

(v) g=Cuyi{a1, -, a¢) , n=2m+1, t=m—1
[Z0,Zi) = Zip1 , 1<i<n=2 ; [Zi,Zas)=(-1)'2Z, , 1<i<n~1

(Zi) Zn—i—ak] = (1)'arZn , 1<k<m-1letl <i<n—2k—1.
ot (aq, -, 0q) sont des paramétres vérifiant les relations polynomiales découlant

des identités de Jacobi pour les éléments de base (Zy, -, 2y,).

Démonstration. Soit f la dérivation diagonalisable de g et considérons une base
(Zo, -, Zy) quasi adaptée pour f.

1) Supposons gr(g) =~ Ly, et g non isomorphe a I'une des algébres ci dessus.
11 existe alors des entiers i et j avec 1 < i, < n — 1 tels que

s=n-3
[Zi, Z;] = @ijZitjer + bijZizjeq + E &5 Zitjts
s=q+1
i+j+s<n—3,aibi; £0 et 1<r<qg—-1,i+j+qg<n

Soient Ag,---, A, les valeurs propres de f correspondant aux vecteurs propres
Zo,- -, 2Zy. La relation ci dessus impligue :

Ai + A = Aijgr = Aigjtg
comme A = A1 + (k— 1)Ag pour r < k < n (ceci découle de la relation
[Z6, Zx-1]1 = Zy), on a:
20 +(GE+i—Ddo=M+({+j+r=Ddo=M+(E+i+qg—-1)Ao

ce qui est impossible si f # 0.
2) Supposons gr(g) =~ Qn. Si g n’est isomorphe a aucune des algebres

énoncées, deux cas peuvent se présenter :
a) il existe des entiers i et j tels que
s=n—4
[Zi, 25) = aij Zissar + Yis Divjra ¥ D, B Zitis
s=q+1
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avect+j+s<n—4detaj;b; #0, 1<r<¢g—-1 ,i+j+g¢g<n~1
b)il existe 7, j, ket mtelsque 1 <4,j<n—-1,1<km<n—1et

n—4
(Zi,2i] = @i Zigjer + Y dZitj4s i+j+s<n—1
s=r41
n—-3
[Zk)Zm] = bkan + Zd:jzk+m+.’ k+ m-+ 8 S n-—1
s=1

avec a;; 0, bk #0,1<r<n—4, k+m<n—1
Un calcul analogue au calcul précédent montre que la cas a) est impossible.
Quant au cas b), i} implique

/\,+AJ :’\i+j+f' 1+]+7‘Sﬂ—1, ’I‘Zl
et Ap+Am=An , k+m<n-1.
Comme Ay = Ay + (s —1)dgpour 2 < s<n—1let A\j +An1 = A —n (ces
relations proviennent des identités [Zg, Z,-1] = Z, et [Z;,Z,-,) = (-1)*Z,) ,
on obtient une contradiction. D’otut le théoréme.
Corollaire 4. Le rang d’une algébre de Lie filiforme est au plus égal d 2.

Démonstration. En effet les valeurs propres d’une dérivation diagonale non nulle
vérifie le systéme linéaire :

’\0+’\i:Ai+1 15157’1—2

assoclé aux conditions [Zy, Z;] = Zi+1 communes & toutes les algébres filiformes
de rang non nul. Ces racines déterminent donc un systéme linéaire formel 4 n+1
variables dont ’espace des solutions est au plus de dimension 3. Chacune de ces
algébres comportent une autre relation sur les crochets donnant une équation
linéaire indépendante des précédentes. Le nouvel espace des solutions est de
rang 2 au plus. Comme cette dimension correspond au rang de 'algébre g, on
en déduit le corollaire.

Remarque. On constate directement sur ce cas que le rang d’une algébre
de Lie nilpotente ne saurait étre supérieur au nombre de ses générateurs.

Algebres filiformes de rang 2.
Les seules algebres filiformes de rang 2 sont, d’aprés le théoréme 2, isomorphes
a I'une des deux algébres définies par :

1) [Z0,Zi)=2Zi;1 1<i<n
2 [Z0,Zi] = Zipy 1<i<n=1 [Z;,Zn.]=(-1)'Z,.

Bien entendu, tous les crochets non définis sont nuls. Pour chacune de ces deux
algébres on peut préciser un tore maximal de dérivations: pour la premieére loi il
est engendré par les deux dérivations définies par:

fl(ZO):O) fl(Zi)ZZi et f2(Z0):Z0 ) f2(Zl)=(n—l)Zl ’ i= 1)"':"

quant a la deuxiéme loi il est engendré par:
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f(Z) =20, i(Zi)=(i-1)Zi, 1<i<n~1, fi(Zn)=(n—2)Zn
f2(Z0) =0, f2(Zi)=2; , 1<i<n—1, foZn) = 2Z,.

Algebres filiformes de rang 1

Ce sont donc les algébres de type (ii), (iv) et (v) du théoréme 2 telle qu’il
existe i et j avec un parametre différent de 0. Un tore maximal de dérivations
est engendré dans les cas (ii) et (iv) par :

f(Zo)=20, f(Zi))=(i+7)Z; 1<i<n-—-1, f(Zn)=(n+2r)Z,
et dans le cas (v) par :

f(ZO):O’ f(Zi):Zi) 1_<_l$7l—1 1f(Zﬂ):QZ"

4 Algébres de Lie caractéristiquement nilpotentes
4.1 Algébres de Lie filiformes caractéristiquement nilpotentes

Dans [H2], ’'un des auteurs définit la notion d’algébre d’appui pour une algébre
de Lie filiforme vérifiant gr(g) = L, afin de caractériser dans cette classe
d’algebres de Lie celles qui sont caractéristiquement nilpotentes. Le théoréeme
2 permet d’étendre ces résultats a I’ensemble des algébres de Lie filiformes.
Soit g une algébre de Lie filiforme non isomorphe & L, ou & Qy,. Si Palgébre
graduée gr(g) est isomorphe & Ly, alors d’apreés le corollaire 1 on peut supposer
g définie par les relations :
n—i—-j
(Xo, Xi]=Xip1, 1<i<n-1; [Xi;, Xj] = Z af Xiyjk.
k=1
Si gr(g) est isomorphe a @y, les relations sont :
[Xo, Xs]=Xi41, 1<i<n—-2
] n—i—j
[Xi, Xnoi] = (=1)'Xn , 1<i<n—1; X0, X5]= D af Xiyjpn.
k=1
Définition 3. Soit g une algébre filiforme telle que gr(g) soit isomorphe é L.
On appelle algébre d’appui de g Ualgébre de Lie filiforme définie par les crochets

(Xo, Xi] = Xig1, 1 <i<n—1; [Xi, X;] = af; Xitjsr

ot r est le plus petit indice supérieur ou égal @ 1 tel que afj # 0 pour certains
(1,5)-

Un tel indice existe car g est supposée non isomorphe & L,,.

Définition 4. Soit g une algébre de lie filiforme telle que gr(g) soit isomorphe
d Q. Lalgébre d’appui de premiére espéce de g est {’algébre de Lie filiforme

définte par :
(X0, Xi] =Xip1 1Si<n—-2
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(X, Xn-il = (-1)'Xn 1<i<n—1, [Xi, X;] = af; Xigjgr

ou r est le plus petit indice vérifiant » > 1 el aj; # 0. L’algébre d’appui de

deuziéme espéce de g est l’algébre filiforme définie par :
X0, Xi]=Xiy1 1<i<n-2
[Xi, Xnoi] = (1¥Xn 1<i<n—1, [X;, X;] = a7 X,

Remarquons qu’une algébre de Lie non isomorphe a J,, mais dont son algebre
graduée est isomorphe a (), admet toujours une algébre d’appui (de premiére
ou deuxiéme espéce) non isomorphe & Q.

Théoréme 3. Soit g une algébre de lie filiforme de dimension n+1 > 7. Pour
que @ soil caractéristiguement nilpotente, il faut et il suffit que g ne sotl pas
isomorphe ¢ son (ou ses) algébre d’appui.

La démonstration est une conséquence du théoréme 2.

4.2 Algébres de Lie caractéristiquement nilpotentes dans la variété Ny,

Soit N,, la variété des lois d’algebres de Lie nilpotentes de dimension m.
L’ensemble F,, des lois filiformes est un ouvert de N, (N,, est une variété
algébrique munie de sa topologie de Zariski). Chaque composante irréductible
de F,, définit une composante dans N,,. Dans [H2], on montre que toute
composante irréductible de Fy,, ( pour m > 8) ne contenant pas l’algébre
@m-1 contient un ouvert non vide de Zariski composé d’algebres de Lie ca-
ractéristiquement nilpotentes. Nous allons ici généraliser ce résultat.

Théoréme 4. Supposons m > 8. Alors toute composante irréductible C de la
variété F,, contient un ouvert non vide de Zariski dont les éléments sont des
lois d’algébres de Lie caractéristiquement nilpotentes.

Démonstration. Elle est quelque peu analogue & celle du théoréme 5 dans [H2]
et découle des lemmes suivants :

Lemme 3. L’ensemble des algébres de Lie caractéristiquement nilpotentes de
F,n est constructible (c’est-d-dire une réunion finie de sous ensembles localement
fermés).

Lemme 4 Soient m > 8 et U un ouvert non vide de Fy,. Alors U contient une
loi d’algébre de Lie caractéristiquement nilpotente.

Démontration du lemme 3. La classification donnée au théoréme 2 montre qu’il
existe un nombre fini de sous groupes & 1 paramétre A; : C* — GL(n+ 1) tels
que le groupe d’automorphisme d’une algébre de Lie filiforme admettant une
dérivation semi simple contient un des A;(C*) & une conjugaison prés. Comme
P’ensemble des points fixes (Nm)A‘(C.) est fermé, la réunion des ensembles
GL(n 4 1)(Nm ) est constructible. Son complémentaire qui correspond
I’ensemble des lois caractéristiquement nilpotentes est aussi constructible.

Remarque.La démonstration du lemme 3 découle aussi d’un résultat beau-
coup plus général du & H. Kraft et Ch. Riedtmann [K.R].
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Démonstration du lemme 4. Dans {H2] on montre que si U contient une
algébre go non caractéristiquement nilpotente telle que gr(gy) = L, alors U
contient aussi une algebre caractéristiquement nilpotente. Soit g € U telle que
son rang soit non nul et gr(g) = Qm—1. D’aprés le théoréme 2, g est du type
(iii}, (iv), ou (v). Comme tout ouvert contenant la loi Q,, contient aussi une loi
du type (v), par exemple la loi Cpy41(a1,0,---,0) avec a; € R assez petit, nous
pouvons nous restreindre aux seules algébres g du type (iv) ou (v).

1. Supposons g du type (iv). Soit ¢ : g x g — g une application bilinéaire
alternée définie dans la base quasi adaptée (Zo, 21, -, Zm—-1) utilisée dans le
théoréme 2 par ¥(Z;, Z3) = Zm—1. Alors 9 est un 2-cocycle pour la cohomologie
de Chevalley de g (cohomologie de g & valeurs dans g) et la loi gy = p+t¢ ot p
est la loi de g est une loi d’algebre de Lie. On en déduit que I’algébre de Lie g; de
loi p; est pour t suffisamment petit dans un voisinage de g. D’apres le théoréme
3, l’algébre de Lie g; est caractéristiquement nilpotente.

2. Si g est du type (v), on utilise le cocycle ¢ défini par ¥(Z1,2Z3) = Zn_2.
Le raisonnement est analogue au précédent.

D’ou le lemme.
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