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S u m m a r y .  We describe the class of complex filiform nilpotent Lie algebras 
provided with a not trivial external torus of derivations. We prove also that, for 
dimensions greater than 8, any algebraic irreducible component of the variety 
of complex nilpotent filiform laws of Lie algebra contains an open set whose 
elements are characteristically nilpotent laws. 

1 I n t r o d u c t i o n  

Une alg~bre de Lie de dimension finie sur un corps de caract6ristique nulle est 
caractdristiquement nilpotente si toutes ses d4rivations, c'est-h-dire les endomor- 
phismes v4rifiant 

f[X, Y] = [ f (X) ,  Y] + [X, f ( r ) ] ,  

sont nilpotentes. 
Une telle algbbre est n4cessairement nilpotente. En effet toutes ses d~rivations 

int6rieures sont nilpotentes et d'aprbs le th4or~me d'Engel l'alg~bre de Lie est 
nilpotente. De plus ces algbbres ne peuvent jamais apparaitre comme des radi- 
caux d'algbbres de Lie non r4solubles dont la partie semi simple de L4vi n'est pas 
un id4al. En effet les op4rateurs adjoints associ6s aux 416ments non nuls d'une 
sous algbbre de Cartan de l'algbbre semi simple de L4vi agissent sur le radical 
comme des d4rivations diagonales non nulles. 
La d4finition et le premier exemple d'une telle algbbre ont 4t4 donn4s par Dixmier 
et Lister [D-L]. Les travaux de Dyer [Dy], Favre [F] et Luks [L] d~crivant des e x -  

emples de ces algbbres en petite dimension faisaient supposer que la classe de ces 
algbbres carat6ristiquement nilpotentes 4tait relativement maigre. Ces exemples 
permettaient tout de m6me de conclure h l'existence d'une telle algbbre de Lie en 
toute dimension n, n > 7, la somme directe de deux algbbres caract~ristiquement 
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nilpotentes ~tant aussi caract~ristiquement nilpotente [L-T]. L'inexistence en di- 
mension inf6rieure ou ~gale h 6 r~sulte de la classification des alg~bres de Lie 
nilpotentes sur un corps de caract~ristique nulle [Di] et [M]. l:t~cemment l 'un des 
auteurs a mis en ~vidence un ouvert de Zariski dans la vari~t~ des alg~bres de Lie 
nilpotentes constitu6 uniquement de ce type d'alg~bres et ceci d~s la dimension 
7 [H2]. Le r61e de ces alg~bres semble ces derniers temps plus fond& On peut 
noter ce r61e dans la classification des alg~bres de Lie rigides [A-G], dans les 
representations fid~les des alg~bres de Lie nilpotentes [B], dans la classification 
des alg~bres r6solubles. 
Le but de ce travail est de d~crire l'ensemble des alg~bres filiformes caract~risti- 
quement nilpotentes. Comme consequence, on ~tablit que toute composante 
irr~ductible de la vari~t~ Fn des lois filiformes contient un ouvert de Zariski non 
vide constitu~ d'alg~bres de Lie caract~ristiquement nilpotentes d~s que n >__ 8. 
Quant aux dimensions inf~rieures, on sait que F7 ne contient pas d'ouvert de 
Zariski constitu~ de ces alg~bres [C]. 

Nous remercions le Professeur H.P. Kraft pour ses critiques et suggestions 
qui ont permis une amelioration significative de ce travail. 

2. Ddr iva t i ons  d iagona l i sab les  d ' u n e  a lgbbre  f i l l fo rme 

2.1 Alg~bres de Lie flliformes 

Soit g une alg~bre de Lie nilpotente complexe de dimension finie n. Pour tout 
X E g - [ g , g ] o n n o t e  

c(X)  = (c l (X) ,  c2(X) , . .  ., 1) 

la suite ordonn~e ddcroissante des dimensions des blocs de Jordan (les invariants 
de similitude) de l 'op~rateur nilpotent adX.  En ordonnant l'ensemble de ces 
suites par l 'ordre lexicographique on peut d~finir un invariant s isomorphisme 
pros de i~ par 

c(~) = Sup(c(X) ,  X ~ ~ - b ,  ~]) 

appel~ la suite caractdristique de 9- 

D~f in i t ion  1 L 'alg~bre de Lie nilpotente g est filiforme si sa suite caractdristique 
c(g) est mazimale, c'est-h-dire dgale h (n - 1, 1). 

2.2. Alg~bres filiformes gradudes 

Soit B une alg~bre de Lie filiforme. Elle est naturellement filtr~e par la suite 
centrale descendante 

= o ,  i ___ 0; c (0) = i _> 1. 

Ceei permet d'associer s toute alg~bre de Lie filiforme une alg~bre de Lie gradu~e, 
not6e gr(g) ~galement filiforme d6finie par 

g (g) : 

iEZ 
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E x e m p l e s .  
1. Soit n > 2 et L ,  l'alg~bre de Lie de dimension n + 1 d~finie dans la base 

(X0, X 1 , - . ' ,  X , )  par: 

[ X 0 , X i ] = X i + l  1 < i < n - 1  

(les crochets non ~crits ~tant nuls, except~s ceux d~coulant de l 'antisym~trie). 
On a ici gr( L, 0 -- Ln. 

2. Soit n =  2 k + l ,  k > 1. L'alg~bre de Lie Qn de dimension n + l  d~finie 
dans la base ( X o , X 1 , "  " ,Xn)  par 

[Xo,Xi] : Xi+l l < i < n - 1 ,  [Xi,X,~-i] : ( -1 ) iX , ,  1 < i < n - 1  

v~rifie aussi gr(Qn) = Qn. 

L e m m e  1. Soil g = ~1 + ~2 + "'" + gn une alg~bre de Lie filiforme graduge 
de dimension n + 1 vgrifiant gr(g) = g. II eziste alors une base homog~ne 
(Xo, X 1 , . . . , X n )  de g avec Xo el X1 darts 01 el X i  E gi si i > 2 telle que 
l'on air i~ = L,~ ou ~ = Q,,. 

La d~monstration de ce lernme est due h Mich~le Vergne [V]. 

C o r o l l a i r e  1. Soil ~ une alg~bre de Lie filiforme de dimension n + 1. 11 eziste 
alors une base ( X o , X 1 , . . . , X , )  de g lelle que l'on air soil 

k = n - i - j  

(i) [Xo,XI] = Xi+l,  1 < i < n - 1, [Xi, Xj] = Z a~jXi+j+k, 
k = l  

soit, et ce cas n'esl possible que s i n  esl impair 

(ii)[Xo, Xi] = Xi+l ,  l < i < n - 1 ,  [Xi ,Xn- i ]  = ( - 1 ) i X n ,  l < i < n - 1 ,  

n- i - - j  

= a i j X i + j + k .  
1:=1 

La base (Xo, X I , . . . ,  X , )  ainsi d~finie est appel~e b a s e  a d a p t 4 e .  

2.3. Bases adaptdes h une ddrivation diagonale 

Soit g une alg~bre de Lie filiforme admet tant  une d~rivation diagonalisable f r 0. 
Soit ( X 0 , X 1 , ' "  ,Xn)  une base adapt~e de g. I1 n 'y  a, b, priori, aucune raison 
pour que cette base soit une base de vecteurs propres de f .  Le th~or~me suivant 
met en ~vidence deux possibilit~s : ou bien on peut trouver une base adapt~e 
de g qui soit une base de vecteurs propres de f ,  ou bien on peut trouver une 
base de vecteurs propres de f non adapt~e pour g mais qui contienne un vecteur 
X E g -  [g,g] tel que c (X)  -- ( n -  2, 1, 1). 

T h ~ o r ~ m e  1. Soil g une alg~bre de Lie filiforme de dimension n + 1 et 
f une ddrivation diagonalisable de g. Il existe une base de vecteurs propres 
(Zo, Z 1 , " ' ,  Zn) de f lelle que: 
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[Zo, Zi] = Zi+l, 1 < i < n - 2, [Zo, Z,~-I] = aiZ,~, ai = 0 ou 1, 

doric ( .  - 2, l ,  i )  _<  (Z0) < (- - l ,  1).  

La d~monstration repose sur le lemme suivant : 

L e m m e  2. Soienl f el g deux endomorphismes de C n. Supposons que f soil 
diagonalisable el que g soil nilpotent. Si f el g vgrifient [f , g] = g, il eziste alors 
une base de vecteurs propres de f ~ui soil une base de Jordan de l'endomorphisme 
nilpotent 9. 

Ce lemme donne une condition de r~duetion simultan~e pour deux endomor- 
phismes de C ~, l 'un ~tant diagonMisable. Cette condition peut ~tre interpr~t~e 
de la sorte: f e t  g engendrent une sous alg~bre r6soluble (de dimension 2) de 
l'alg6bre de Lie End(C '~) dont le nilradical soit de dimension 1 et admet une 
repr6sentation en matrices nilpotentes. 

Ddmonstmtion du lemme. Soit (X1, . . - ,X,~)  une base de vecteurs propres 
de f assoei6s aux valeurs propres (Aa , . . . ,  A,~) (eertaines de ces valeurs pouvant  
6tre ~gales). Alors comme If, g] = g, g(Xi) est un vecteur propre pour  Ai + 1 si 
cette valeur est valeur propre, sinon g(Xi) = O. Consid6rons toutes les racines 
parmi les valeurs propres (At, . ' - ,A,~) telle que A - 1 ne soit pas une valeur 
propre. Supposons que ces racines soient ( A t , " ' ,  At). Pour chaeune de ces Ai, 
i = 1 , . . . ,  r, on pose S(Ai) = (Ai, Ai + 1 , . . . ,  Ai + Pi) Off Pi est tel que Ai + t 
est une valeur propre pour 0 < t < Pi maJs  Ai q-Pi + 1 n'est pas valeur propre. 
Alors les espaces E i I I  t=pl Exi+, o6 E~ est l 'espace propre associd h A sont k.)t =O 
suppl6mentaires et invariants pour g. Maintenant la r~duction simultan6e pour  
la restriction k chacun de ces espaces invariants des endomorphismes f et g 
correspond ~ la jordanisation de g. 

C o r o U a i r e  2. Soil f u n e  ddrivalion diagonalisable de l'alg~bre de Lie nilpotenle 
g. Alors, pour tout vecteur propre non nul X de f associd h une valeur propre 
non nulle, les opdrateurs f el adX peuvent ~tre rdduits simultandmenl. 

R e m a r q u e :  Si A = O, les op~rateurs f e t  adX commutent  et le lemme de 
r~duetion simultan6e est mis en d~faut. Mais si la d~rivation est non triviale, iI 
existe toujours une valeur propre non nulle. 

Dgmonstration du thgor~me 1. Soit une base (Yo,Y1, '" ,Y,~)  de vecteurs 
propres de f .  Comme g est filiforme, on peut supposer Y0 , Y1 E l~ - [9, g] et 
Y 2 , ' " , Y n  E [~t, 9]. Si les vecteurs Y0 et u sont associ~s h des valeurs propres 
nulles, toutes les autres valeurs propres de f sont nulles car ces deux vecteurs 
engendrent 1~. On peut donc supposer que la valeur propre assoei~e h ]I0 soit 
non nulle. Les op6rateurs f e t  adYo peuvent ~tre r6duits simultan6ment. Ainsi 
peut-on supposer que la base (Yo,"" ,Yn) soit une base de vecteurs propres 
de f ainsi qu'une base de Jordan de adYo. Supposons 6galement que c(Yo) >_ 
c(Y~). D6terminons c(Yo). Soit ( X o , X ~ , . . .  ,Xn)  une base adapt~e de f~. Quit te  
h multiplier Y0 ou Y1 par un scalaire non nul, nous pouvons supposer que l 'on 
ait: 

i = n  i = n  

ro = Xo + , = aoXo + a , x ,   ido 
i = 1  i = 1  

ou bien 
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2) Yx = X o + ~ b i X i  , Y o =  ciXi  c 1 # 0 .  
i = 1  i=1  

Dans le premier  cas on pose : 

Z o = Y o  , Z I = Y 1  

Z2 = [Y0, Y1] = (dl - aldo)X2 + ~ 71iXi 
i = 3  

Zk+a = (adYo)kY1 = (all - aldo)Xk+l + ~ 7kiXi. 
i=k+2 

Si la base adaptde ( X 0 , - - ' , X , )  vdrifie la condition (ii) du corollaire 1, alors 
(Z0, " " ,  2 , )  est  une base  de vecteurs  propres de y v6rifiant c(Zo) = (n - 2 , 1 ,  1). 
Si la condition (i) est vdrifi6e, on a alors c(Zo) = (n - 1, 1). 

Dans  le deuxi~me cas on pose Z0 = Y1 , Z1 = Y0 e t  Zi = (adYo)i - lZi  pour  
2 < i < n. Ces vecteurs  sont bien des vecteurs  propres  de f .  Si la  base (Xi)  
est du type (i) du corollaire 1 alors c(Zo) = (n - 1, 1). Si la base (Xi)  est du 
type (ii) alors soit bl/Cl # 1 et Z,, • 0 d 'oh c(Zo) = ( n -  1, 1) soit bl -----  Cl et 
c(Zo) = (n - 2, 1, 1). D'ofi  le thdor~me. 

C o r o l l a i r e  3. Il existe une base ( Zo, Zt ,  . " , Zn ) de {t formde de vecleurs propres 
de f telle que 

- soit gr(g)  = L, et ( Z o , Z 1 , " ' , Z n )  est une base adaptde de g, 
- soil gr(g)  = Q,~ el (To - T 1 , T 1 , " . , T , )  est une base adaptde de l~, avec 

To = Z0 - Z1,7'1 = Z1, Ti = [To, Ti_ 1], 2 < i < n. 

Une telle base  sera appel6e b a s e  de  g q u a s i  a d a p t ~ e  p o u r  f .  

3. Classification des alg~bres de Lie filiformes de  rang n o n  nul  

Rappelons  qu 'un  tore max ima l  de ddrivations de $ est une sous alg~bre ab61ienne 
maximale  de l 'alg~bre des ddrivations Der (g )  formdes de ddrivations diagonali- 
sables deux ~ deux commutan tes .  C o m m e  tous  ces to res  m a x i m a u x  sont deux  
deux conjuguds [M], le choix de la ddrivation diagonale n ' a  que peu  d ' impor tance .  

D 6 f i n i t i o n  2 Le rang de l'alg~bve de Lie g est la dimension commune de tons 
les tores mazimauz de ddrivations de 9. 

T h d o r ~ m e  2. Soit g une alg~bre de Lie filiforme de dimension n + 1 et ad- 
inerrant une ddrivation diagonalisable f non nulle. H eziste aiors une base de 
g, (Zo, Z I , . . . ,  Z,~), quasi adaptde pour f dont les crochets vdrifient l'un des cas 
suivants : 
(i) g = L .  

[ Z o , g i ]  = g i + l  , l < i < n - 1 ;  [gi,gj] = O , l < i , j  < n 

(ii) o = A ~ §  l < r < n - 3  t = [ ( n - r - 1 ) / 2 ]  

[ Z o , Z i ] = Z i + l  l < i < n - 1  
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t 

[z , , z , ]  (F_, ~-, ~-1 = o~k(-1) C~_k_ l )Z i+ j+r ,  l < i , j < _ n  et i + j + r < n .  
k = l  

(iii) g=  Qn n = 2m + l 

[ Z o , Z i ] = Z i + l  , l < i < n - 2 ;  [ Z i , Z n - i ] = ( - - 1 ) i Z n  , l < i < n - - 1  

[Zi ,Zj]=O l < i , j < n  et ( i , j )  7 s  pour l < k < n - 1  

r ( iv)  ~ = B , + ~ ( , ~ , . . . ,  ~ , ) ,  ,~ = 2m + I ,  I < r < n - 4 ,  t = [(n - r - 2) /2]  

[Zo, Z i l = Z i + l  , l < i < n - 2  ; [ Z / , Z n _ i ] = ( - 1 ) i Z r ~  , l < i < n - 1  

t 

[z,, zj] ( ~  ~-' ~-~ = a k ( - 1 )  C ~ _ k _ l ) Z i + j T r ,  l < i , j < n - l e t i + j + r < n - 1  
k = l  

(v) g = C . + l ( a l , . . . , a t )  , n = 2m + l , t = m - 1  

[Zo, Zi] = Zi+l , l < i < n - 2  ; [Zi,Z._i] = (-1)iZ, ,  , l < i < n - 1  

[Z i ,Z . - i -~k]  = ( - 1 ) i a k Z .  , 1 < k < m -  1 etl < i < n -  2 k -  1. 

off ( o q , . . . ,  at) sont des param~tres vdrifiant les relations polynomiales dgcoulant 
des identitgs de Jacobi pour les gldments de base ( Z o , " ' ,  Z,~). 

Dgmonstration. Soit f la ddrivation diagonalisable de g e t  eonsiddrons une base 
( Z o , . " ,  Zn) quasi adapt~e pour f .  

1) Supposons gr(9) ~- L,~ et 1~ non isomorphe h l 'une des alg~bres ei dessus. 
I1 existe alors des entiers i et j avee 1 < i , j  < n - 1 tels que 

.~=n--3 

[z~, Zy] = a~Z~+~+~ + boZ~+j+q + ~_, dl~Z~+~+, 
s=q-I-1 

i + j + s < n - 3 ,  a i jb i j r  et l < r < q - 1 ,  i + j + q < n .  

Soient ~ 0 , ' " ,  Sn les valeurs propres de f correspondant aux vecteurs propres 
Z0 , . . - ,  Zn. La relation ei dessus implique : 

)q + )~j = Ai+j+~ = )q+j+q. 

comme ~k = ~ 1 +  ( k -  1),~0 pour r < k < n (ceci d~coule de la relation 
[Zo, Z k - l ]  = Z ~ ) ,  o n  a : 

2 A l + ( i + j - 2 ) ~ o = , ~ l + ( i + j + r - 1 ) , k 0 = A l + ( i + j + q - 1 ) ~ o  

ce qui est impossible si f r O. 
2) Supposons gr(9 ) - Qn. Si g n 'est  isomorphe ~ aueune des alg~bres 

~nonc~es, deux eas peuvent se presenter : 
a) il existe des entiers i e t  j tels que 

s:n--4 

[Zi, Zj] = aijZi+j+r + bijZi+j+q + E di~ Zi+j+" 
s = q + l  
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a v e c i + j + s g n - 4 e t a i j b i j r  l < r < q - 1  , i + j + q < n - 1 .  
b) i l e x i s t e i ,  j ,  k e t  m t e l s q u e  1 < i , j _ n - 1 ,  l < k ,  r a < n - l e t  

n - 4  

[Zi,Zj] = aijZi+j+r + y ~  d~jZi+j+, i + j + s <_ n -  1 
s = r + l  

n - - 3  

[Zk,Zml = bkmZ,, + Z " k + m < 1 d i j Z k + m + s  + S n - -  

s = l  

aveca i j  # O , b k m  # 0 ,  l < r < n - - 4 ,  k + m < n - 1 .  
Un calcul analogue au calcul pr6c6dent mont re  que la cas a) est impossible.  

Quant  au cas b), il implique 

)~i -4- )tj = , ,~iTj+ r i + j + r < n - 1 ,  r >__ l 

et ) ~ k + A m = , ~ n  , k + m < n - 1 .  

Comme A, = A l + ( s -  1)20 pour  2 < s < n -  1 et A l + ~ n - 1  = ~ - n  (ces 
relations proviennent  des identit6s [Z0, Z , -1 ]  = Z,  et [Z,, Z,~_,] = ( - 1 ) n Z n )  , 
on obtient  une contradict ion.  D'ofi le th6or~me. 

C o r o l l a i r e  4. Le rang d'une alg~bre de Lie filiforme est au plus dgal it 2. 

Ddmonstration. En effet les valeurs propres  d 'une dgrivation diagonale non nulle 
v6rifie le syst~me lin6aire : 

,~o + )q = ,~i+l l < i < n - 2  

associ6 aux conditions [Z0, Zi] = Zi+l communes  s toutes  les alg~bres filiformes 
de rang non nul. Ces racines d@terminent donc un syst~me lin6aire formel  h n + 1 
variables dont l 'espace des solutions est au plus de dimension 3. Chacune  de ces 
alg~bres compor ten t  une aut re  relat ion sur les crochets donnant  une 6quation 
lin6aire ind6pendante  des pr6c6dentes. Le nouvel espace des solutions est de 
rang 2 au plus. C o m m e  cette dimension correspond au rang de l 'alg~bre g, on 
en d6duit le corollaire. 

R e m a r q u e .  On consta te  d i rec tement  sur ce cas que le rang d 'une  alg~bre 
de Lie ni lpotente  ne saura i t  @tre sup6rieur au nombre  de ses g@n6rateurs. 

A l g ~ b r e s  f i l i fo r rnes  d e  r a n g  2. 
Les seules alg~bres filiformes de rang 2 sont, d 'apr~s  le th@or~me 2, i somorphes  

l 'une des deux alg~bres d6finies par  : 

1) [Zo, Zi] = Zi+l l < i < n  

2) [Z0, Zi] = Zi+a 1 < i < n - 1 [Zi, Z,_i] = ( - 1 ) i Z , .  

Bien entendu,  t o u s l e s  crochets non d6finis sont nuls. Pour  chaeune de ces deux 
alg~bres on peut  pr6ciser un tore max ima l  de d6rivations: pour  la premiere  loi il 
est engendr6 par  les deux d6rivations d@finies par:  

A ( Z o )  = o ,  Y l ( z d  = et  y 2 ( z o )  = Zo , y 2 ( z , )  = (n - i ) z l  , i = 1 , . . . , , ,  

quant  k la deuxi~me loi il est engendr6 par:  
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f l ( Z o )  = Zo , f l (Z i )  = ( i -  1)Zi , 1 < i < n -  1 , f l (Z,~)  = ( n -  2)Z~ 

f : ( Z o )  = 0 ,  f2 (Zi )  = Zi , 1 < i < n - 1 ,  f2(Z, , )  = 2Z,,. 

Alg~bres  f i l i fo rmes  de r a n g  1 
Ce sont done les alg~bres de type (ii), (iv) et (v) du thdor~me 2 telle qu'il 

existe i e t  j avec un param~tre different de 0. Un tore maximal de d6rivations 
est engendr~ dans les cas (ii) et (iv) pa r :  

f ( Z o )  = Zo , Y (Z i )  = (i T r )Z i  1 <  i <  n -  1 , f ( Z n )  = (n-t- 2r)Zn 

et dans le cas (v) par : 

f ( Z o ) = O ,  f ( Z i ) : Z i  , l < i < n - 1  , f ( Z n ) = 2 Z n .  

4 Alg~bres  de  Lie  c a r a c t d r i s t i q u e m e n t  n i l p o t e n t e s  

4.1 Alg~bres de Lie f i l i formes caraetdristiquement nilpolentes 

Dans [It2], l 'un des auteurs ddfinit la notion d'alg~bre d'appui pour une alg~bre 
de Lie filiforme vdrifiant gr(g) = Ln afin de caraetdriser dans eette elasse 
d'alg~bres de Lie eelles qui sont caractdristiquement nilpotentes. Le thdorbme 
2 permet d'dtendre ces rdsultats h l'ensemble des alg~bres de Lie filiformes. 

Soit g une alg~bre de Lie filiforme non isomorphe ~ L,~ ou h Q . .  Si l'alg~bre 
gradude gr(g) est isomorphe s L . ,  alors d'apr~s le eorollaire 1 on peut supposer 
g ddfinie par les relations : 

n - i - j  

[Xo, Xi] Xi+l  l < i < n  1 ;  [Xi,Xj] y ~  k --  , -- ~ a i j X i + j + k .  
k = l  

Si gr(g) est isomorphe ~ Q,~, les relations sont : 

[ X o , X i ] = X i + l  , l < i < n - 2  

[ X i , X , - i ]  = ( - 1 ) i X ,  , 1 < i < n -  1 ; [XI,Xj] = 
n - i - j  

E a~ jX i+j+k .  
k = l  

Ddf in i t ion  3. Soit  g une alg~bre f i l i forme telle que gr(g) soit isomorphe h L,~. 
On appelle alg~bre d'appui de 0 l'alg~bre de Lie f i l i forme ddfinie par les crochets 

[ X o , X i ] = X i + l  , l < i < n - 1  ; [ X i , X j ]  = r aij  X i + j  +r 

off r e s t  le plus petit indice supgrieur ou ggal ?~ I tel que a k.. ,~ ~ 0 pour certains 

( i , j ) .  

Un tel indiee existe car 9 est suppos6e non isomorphe ~ Ln. 

Ddf in i t ion  4. Soit  9 une alg~bre de lie f i l i forme teile que gr(g) soit isomorphe 
h Qn. L'alggbre d'appui de premiere espgce de g est i'aig~bre de Lie f i l i forme 
ddfinie par : 

[ X 0 , X i ] = X i + x  l < i < n - 2  
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[Xi,Xn-i] = ( - 1 ) i X .  1 < i < n - 1 , [Xi,Xj] = ai~Xi+j+r 

off r esl le plus petit indice vdrifiant r > 1 el air~ ~ O. L'alg~bre d'appui de 
deuxidme espkce de ~ est l'alg~bre f i l i fo r~  ddfinie par : 

[Xo ,X i ]=Xi+l  1 < i < n - 2  

[Xi,Xn-i] = ( -1 ) iXn  1 < i < n - 1 , [Xi,X/]  = aiJn-i-JAn" 

Remarquons qu'une alg~bre de Lie non isomorphe s Qn mais dont son alg~bre 
gradu~e est isomorphe b. Qn admet toujours une alg~bre d 'appui  (de premiere 
ou deuxi~me esp~ce) non isomorphe ~ Qn. 

T h ~ o r ~ m e  3. Soil g une alg~bre de lie filiforme de dimension n + 1 > 7. Pour 
que ~ soil caractdristiquement nilpotente, il faut el il suJfit que ~ ne soil pas 
isomorphe h son (ou ses) alg~bre d'appui. 

La d~monstration est une consequence du thgor~me 2. 

,~.2 Alg~bres de Lie caractdristiquemenl nilpotentes dans la varidtd Nm 

Soit Nm la vari~t~ des lois d'alg~bres de Lie nilpotentes de dimension m. 
L'ensemble Frn des lois filiformes est un ouvert de Nm (Nm est une vari~t~ 
alg~brique munie de sa topologie de Zariski). Chaque composante irr~ductible 
de Fm d~finit une composante dans Nm. Dans [H2], on montre que toute 
composante irr~ductible de F m (  pour m > 8) ne contenant pas l'alg~bre 
Qra-1 contient un ouvert non vide de Zarisk-i compos~ d'alg~bres de Lie cn- 
ract~ristiquement nilpotentes. Nous allons ici g~n~raliser ce r~sultat. 

T h ~ o r ~ m e  4. Supposons m > 8. Alors toute composanle irrgductible C de la 
varigtg Fm contient un ouvert non vide de Zariski dont les dldments sont des 
lois d'alg~bres de Lie caractdristiquement nilpotentes. 

Ddmonstration. Elle est quelque peu analogue ~ celle du th~or~me 5 dans [tt2] 
et d~coule des lemmes suivants : 

L e m m e  3. L'ensemble des alg~bres de Lie caract~ristiquement nilpotentes de 
Fmest  construclible (c'est-dL-dire une rdunion finie de sous ensembles localement 
fermds). 

L e m m e  4 Soient m > 8 et U un ouvert non vide de Fro. Alors U contient une 
loi d'alg~bre de Lie caractdristiquement nilpotente. 

Dgmontration du lemme 3. La classification donn~e au th~or~me 2 montre qu'il 
existe un nombre fini de sous groupes ~ 1 param~tre hi : C* , GL(n + 1) tels 
que le groupe d 'automorphisme d'une alg~bre de Lie filiforme admet tant  une 
d~rivation semi simple contient un des hi(C*) h une conjugaison pr~s. Comme 
l'ensemble des points fixes (Nm))~i(c*) est fermi, la r~union des ensembles 
GL(n + 1)(Nm) x~(c*) est constructible. Son eompl~mentaire qui correspond 
l'ensemble des lois caract~ristiquement nilpotentes est aussi constructible. 

R e m a r q u e . L a  d~monstration du lemme 3 d~coule aussi d 'un r~sultat beau- 
coup plus g~n~ral du s H. Kraft et Ch. Riedtmann [K.R]. 



124 GOZE, HAKIMJANOV 

Dgmonstralion du lemme 4. Dans [H2] on montre que si U contient une 
alg~bre So non caract6ristiquement nilpotente telle que gr($0) = Lm, alors U 
contient aussi une algbbre caract4ristiquement nilpotente. Soit g 6 U telle que 
son rang soit non nul et gr(g) = Qm-1.  D'aprbs le th4or~me 2, g est du type 
(iii), (iv), ou (v). Comme tout ouvert contenant la loi Q,~ contient aussi une loi 
du type (v), par exemple la loi Cm+l (a l ,  0 , . . . ,  0) avec c~1 6 ~ assez petit, nous 
pouvons nous restreindre aux seules algbbres g du type (iv) ou (v). 

1. Supposons g du type (iv). Soit r : g x g , g une application bilin4aire 
altern4e d4finie dans la base quasi adapt6e ( Z 0 , Z 1 , . . . ,  Zm-1) utilis4e dans le 
th4or~me 2 par  r  Z2) = Zm-1.  Alors r est un 2-cocycle pour la cohomologie 
de Chevalley de g (cohomologie de g s valeurs dans g) et la loi pt = / J  + t r  oh # 
est la loi de g est une loi d'alg~bre de Lie. On en d4duit que l'algbbre de Lie Bt de 
loi pt est pour t suffisamment petit  dans un voisinage de S. D'aprbs le th4orbme 
3, l 'algbbre de Lie gt est caract4ristiquement nilpotente. 

2. Si S est du type (v), on utilise le cocycle r d6fini par r Z2) = Z~_~. 
Le raisonnement est analogue au pr4c4dent. 
D'oh le lemme. 
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