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Autour des algébres de Bernstein

Par

MaRria TERESA ALCALDE, RODOLFO BAEZA et CESAR BURGUENO 1)

Introduction. Dans un article paru a ce méme journal A. Worz-Busekros [5] montre
qu'une K-algébre de Bernstein 4 = Ke @ U @ V est une algébre de Jordan si et seule-
ment si ¥? = {0} plus cing rélations. Ici on montre que deux de ces rélations sont
valables dans toute algébre de Bernstein et que les trois autres découlent des relations
V2 = (0> et v(vU) = (0> pour tout v dans V.

En 1975 P. Holgate [2] introduit la notion d’algébre de Bernstein orthogonale. Ici on
reprend cette notion et 'on montre que si 'algébre de Bernstein 4 = Ke @ U @ V n’est
pas orthogonale alors r:= dimg U = 3 et s:= dimg V = 2. De plus on montre qu’il existe
une K-algébre de Bernstein non orthogonale du type (4,2).

1. Préliminaires. Soient K un corps de caractéristique différente de deux et 4 une
K-algébre commutative non nécessairement associative. On appelle 4 une K-algébre de
Bernstein s’il existe un homomorphisme non nul d’algébres, w: 4 - K tel que tous les
¢léments de A4 verifient I'equation

(1.1 (x3)? = w(x)? x2.

On sait (c.f. [3], pag. 207) que par rapport a un élément idempotent e (lequel existe
toujours), 'algébre de Bernstein 4 peut se metre sous la forme

(1.2) A=Ke® UV

ou U:={ey|yeKerw} et Vi= {x e Alex = 0}.

La dimension du sous-espace U de 4 est un invariant de A; on peut donc associer a
A une paire d’entiers (r + 1,s)our:= dimg U, s:= dimg Vet1 + r + s = n = dimyg 4. On
dit alors que l'algébre A est de type (r + 1,5).

Une K-algébre de Bernstein est triviale si (Kerw)? = (U @ V)? = <0)>. A. Worz-Bu-
sekros [4] montre qu’il existe, sauf isomorphisme, une unique algebre de Bernstein triviale
pour chaque type (r + 1,5s). En plus elle montre que dans ce cas on a

AXKOK ®K = {(o,x, V)|ee K, xe K", ye K*}

1} Travail subventionné par Direccion de Investigacion, Universidad de La Frontera, Temuco.
Chile et CONICYT.



Vol. 53, 1989 Autour des algébres de Bernstein 135

et le prodiut est donné par

(1.3) (0 X1, ¥1) (B X3, y2) 1= (@B, 5(ax, + Bxy),0)

pour tous o, fe K; x,€ K"; y,e K5 i =1, 2.
Une K-algébre commutative 4 est une algébre de Jordan si I'identité

(1.4) x3(yx) = (x*y) x

est vraire quels que soient x, y dans A.
Des relations entre ces algébres on été établies par A. Worz-Busekros [5], a savoir

Théoréme 1. Soit A = Ke ® U @ V une K-algébre de Bernstein. A est une algébre de
Jordan si et seulement si les identités suivantes sont valables pour tous les u;e U, v;e V,
i=1,2:

(1.5) v0,=0
(1.6) (uyv) vy + (uyvy)v. =0
(1.7 (Wiuy) vy + 2((Uy vy uy)u; =0
(1.8) ((u1v))v)v, =0
1.9 Wuy)u, =0
(1.10) ((uyv)vy)uy =0.

Corollaire 2. Soit A=Ke® U@V une K-algébre de Bernstein. Si V= {0) et
(UV)V =<0), alors A est une algébre de Jordan.

Dans la section suivante on montrera que la condition nécessaire du Théoréme 1 peut
8tre réduite.
Une K-algebre de Bernstein 4 = Ke @ U @ V est orthogonale si U® = (0.

2. Algébres de Jordan. Pour démontrer le Théoréme 5 on aura besoin des lemmes
suivants.

Lemme 3. Soit A = Ke® U ® V une K-algébre de Bernstein. Alors pour tout u;e U,
veV,i=12,ona

(2.1) wiuy, + 2(u uy)u; =0
(2.2) Uy (Uyvy) + uy(uyv,) =0
(2.3) (uyv) (u0,) =0
24 uy (5 (u101)) =0

(2.5) (uiuy)u, = 0.
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En effet, les relations (2.1), (2.2) et (2.3) correspondent aux relations (3.1), (3.2) et (3.7)
du Lemme 2 (c.f. [5]). Pour démontrer (2.4) on remplace v, par v, et u, par u, v, dans (2.2)
et on obtient u, (4 v,)v,) + (U, v;) (U;0,) = 0, en utilisant (2.3), il en résulte (2.4). En
faisant v, = u? dans (2.2), on a u, (u,u?) + u,(u,u?) = 0, ot (uiu,)u, = 0 donc (2.5).

Lemme 4. Soit A = Ke ® U @ V une K-algébre de Bernstein telle que v(vu) = 0Vue U,
ve V. Alors les relations suivantes sont valables pour tous les u;e U, v,e V,i= 1,2

(2.6) (Uy01) vy + (uyvy)v =0
@7 (Uiuy) vy + 2((uyvy)uy)u; =0
2.8) ((uyvq)vy)v; = 0.

En effet, dans P’équation v(vu) = 0 on prend v = v, + v, et on obtient

0 =(vy + vy) (vy + v3)u) = vy (v3u) + vy (V1) + v, (03u) + vy (v,u)
= v1(v24) + v,(v1u),

on a donc démontré (2.6). Pour avoir (2.7) on utilise successivement (2.6), (2.2) et (2.1),
en effet
Wiux) vy + 2 ((uyv)uy)u; = — ui(uyvy) + 2((uy v,) uy) Uy
= — 15 (uy ;) — 2((upv ) uy)u, = 0.

En multipliant la relation (2.6) par v,, on a ((u,;v,)v,) v, = — ((u v,)v)v, =0, ce qui
achéve la démonstration du lemme.
On a donc le

Théoréme 5. Soit A = Ke ® U @ V une K-algébre de Bernstein. Alors A est une algébre
de Jordan si et seulement si V> = {0) et v(vu) = 0 pour tous lesuecU,ve V.

En effet, supposons V2 = {0} et v(vu) = 0 pour tous les u € U, v € V. En tenant compte
du Théoréme 1, les Lemmes 3 et 4 impliquent que A4 est une algebre de Jordan.

Réciproquement, en utilisant de nouveau le Théoréme 1, il suffit de démontrer que
v(vu) = 0 pour tout u € U, v € V. Pour cela, on prend v; = v, = v, u; = u dans (1.6) et on
a 2(uv)v = 0 pour tout ue U, ve V, donc v(vu) = 0.

3. Orthogonalité. Soient A = Ke @ U @ V une K-algebre de Bernstein du type (r + 1,5)
et L.: U —» UV définie par L,.(x) = u’x avec u € U fixe, u + 0. Cette application est un
homomorphisme d’espaces vectoriels et on a L,.(u) = u*> = 0 donc Ker L,. # {0}. On
pose n,:=dimgKerL,. = 1, ¢,:=dimg L,.(U) < r — 1. Si x e L,(U) alors il existe v’
dans U telle que x = u?u/, on a L2(x) = v?(@?u) = — 2u(u(?v)) = 4u(4u(u(uv))) (on a
utilisé deux fois la relation (2.1)), donc L,.(x) = 0 car u{uv) = 0 est toujours valable dans
une algébre de Bernstein. Ceci entraine que L,.(U) est un sous-espace vectoriel de Ker L.,
donc 7, = ¢,. Soit t,:=n, — 0, alors dim U =r = 2¢g, + ¢,.

Théoréme 6. Soit A = Ke ® U ® V une K-algébre de Bernstein. A est orthogonale si et
seulement si u> U = 0> quelque soit u dans U.
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En effet, supposons que u?U = {0}, alors g, =0, c’est & dire L,(U) =0 quelque
soit u dans U. On a 0= (u, + u3)? u; = udu, + 2(u,us)u, + udu, ce qui entraine
u,(uyu3) = 0 quelque soit u,, u,, u; dans U, donc A est orthogonale.

Corollaire 7. Soit A = Ke ® U @ V une K-algébre de Bernstein. Si A west pas orthogo-
nale, on ar:=dimy U = 3 et s:=dimg V = 2.
En effet, si 4 n’est pas orthogonal, par le théoréme précédent il existe u dans U telle
r ¥
queKer L.+ U,cestadiren, <r.Onar=yn,+ ¢,=< 24,,doncy, = 7 De plus 4, > 2
r

r
car y, = 2 entraine g, = 7, = > c’est a dire Ker L» = L,»(U), donc I'élément u appartient

a L(U), alors il existe v’ e U telle que u?u’ = u et on a u* = W?u)u = (— 2u(uu))u =
— 2u(u(uu)) = 0, donc L,. = 0, ce qui revient a dire Ker L. = U, contradiction. C’est &

. 7. . r
dire on a demontré que P'entier #, vérifie la relation - < g, <r.

Sirestimpair de laformer = 2k + 1 avec 0 < ke Z, alors <n, <2k + 1,donc

k+1=n,<2k+1, cest a dire y, peut prendre k =

valeurs possibles. Comme

r—1 . .
1, = 1, on doit avoir k = 1 et alors = 1 d’our = 3. Si r est pair, de facon analogue
on montre que r = 4.
Pour montrer que s = 2 on considére un élément u, e U tel que u?u, =+ 0. Les éléments

u? et uu, sont linfairement indépendents dans V. En effet, soit au® + fuu, = 0 avec
o 20
o, fekK, si f+0 alors uu, = —Euz et u?u; = — 2u(uu,) =Fu3 =0, donc f=0.

Comme KerL,#+ U, on a u?+ 0, alors au”? =0 entraine o =0. En conséquence
s:=dimg V= 2.

Corollaire 8. 1] existe une K-algébre de Bernstein non orthogonale du type (4,2).

En effet, soit A = Ke® U @ V, avec dimg U = 3 et dimg V' = 2. Comme A n’est pas
orthogonale alors le Théoréme 6 entralne qu’il existe u, € U tel que Ker L,z & U. Tenant
compte que KerL,22 L2(U) (car u eKerL,2\L2(U)), on a n,, =2 et g, =1
Soit L,2(U) = {uy) alors KerL 2= Uy, Uy, i on des1gne par <{u,y le complément
du KerL dans U, on a U= <u1,u2,u3> avec uluy = u,. Comme uluy =u, + 0,
alors v,:= u1 et v,:= u,u; sont linéairement indépendents dans ¥, donc {v,,v,} est
une base de V.

Les produits dans A sont donnés par

u? =y,
Uiz = U,
Uiy = ”1(”%“3) = — 2uy(u; (U U3)) = — 2u (U v,) = 0

wv,=u i =us =0

= - 1,2, _
U 0y =ty (ugtis) = — JUTU3 = — U
u?=av, + bv,
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UslUy = “3(”%”3) =0

Uzl = “3“% = Uy

1
Uz, = uz(Uzuy) = D) udu, = — 5(‘“’1 +bvy)u; =—u,
uj = (“%”3)2 = (u3vy) (u3v,) =0
U0y = ”2”% = —2u(uu,) =0
Uy Uy = (“%”3) (uyuz) = — %“%(”1”1) =0

= =0
Uy by = “i(“ﬂ‘a) = (U,

vi =du,

avec a, b, ¢,d dans K. Pour montrer que v, v, et v3 n’ont pas de composante selon u, et
us, il suffit de multiplier ces éléments par u, et utiliser les relations UV? = <0, u,u, =0
et le fait que {v,,v,} est libre. De plus les coefficients a et b son liés par la relation

b\2 b? b\2
a=~<5), car 0=ug=u3(avl+bvz)=au2+~4~u2=<a+(E> )uz, donc on a

2
u§=—Zv1+bv2.

Pour finir, on imposse a 'algébre A4 la condition de Bernstein (x?)? = w(x)?x2.
Soit x = e+ o,u; + azu, + duts + 05V + 0y, €K, i=1,...,6, un €élément
quelconque de A. D’une part on a

2

x*=ole +afv, + oci(— St bvz) + oZdu, + ooy uy + 0y oy Uy

1 b
+ oottty + 2| A 0,0, — S Oy 0gUy + U5l + — U Olg Uy + OlsXgCU
5 5 4 642 5%6CU,

b
=ole + ajou, + oy oauy + | 02d + a0y — ap0e + 20,05 + 4 %%

b2
+ 20a5a6> u, + (cx% -7 ai) vy + (bod + 20,00 0.

D’autre part
(N2 =ate + ada,u, + oo u, + [d(bai + 200,04)% + o2 <oc§d + oy 0ty
b 2
— Oy 0 + 200405 + 5“4% + 2cosag | — ooy (bof + 2a,0)

b? b b?
+ 2004 (oc% - oci) + 3 ayotg(bod + 200, 0,) + 20<cx§ - ocﬁ)
2

b
“(bod + 20c2<x4)] U, + <ocfoc% -7 ocfozi) vy + (botad + 2030,0,)0,.

Comme l'on a que w(x) = «, on voit que l'algébre A est de Bernstein si et seulement
si pour tout o;€ K, i = 1,..., 6, Pégalité suivante est vérifiée:
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b2
d(boi + 20,04)% — a0, (bad + 2050,) + 20,0, <(x§ vy cxﬁ)

b b*
+ §a1a4(baﬁ + 2a,0,) + 2c<fx§ -7 fxﬁ) (baZ + 2a,0,) = 0.

En ordonnant le membre de gauche selon les puissances de o, on obtient

b3
ol l:db2 — EEJ + o3[4bda, — b*cay] + of[4dod + 2bcad] + dayca; =0

pour tout «,, o, dans K. Donc les equations suivantes doivent étre verifieés, pour tout a,
dans K
b3c

db* ——=0
2 >

(4bd — b*c)a, = 0,
(dd + 2bc)ad = 0,
dea =0,

ce qui donne ¢ = d = 0. Alors la loi de multiplication dans 4 est donnée par

e Uy U, Uy vy v,
1 1 1
e e Eul iuz Eu3 0 0
1 1
Uy Eul vy 0 U,y 0 —Euz
1
U, Euz 0 0 0 0 0
1 2 b
Uy Eug, Uy 0 ~Zvl+bv2 U, Zuz
v; | O 0 0 U, 0 0
1 b
Uy 0 ——Euz 0 Zuz 0 0

ou b est un élément quelconque dans K. On observe que pour cette algébre, on a
uz(uuy) = uzv, = u, £+ 0, c’est & dire A n’est pas orthogonale pour aucun b dans K.
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