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MARIA TERESA ALCALDE, RODOLFO BAEZA et CI'SAR BURGUENO 1) 

Introduction. Dans  un article p a r u / t  ce mame journal  A. W6rz-Busekros [5] montre  
qu'une K-alg6bre de Bernstein A = Ke | U Q Vest  une alg6bre de Jordan si et seule- 
ment  si V 2 = ( 0 )  plus cinq r61ations. Ici on montre  que deux de ces r41ations sont 
valables dans toute alg6bre de Bernstein et que les trois autres d6coulent des relations 
V 2 = ( 0 )  et v(vU) = ( 0 )  pour  tout  v dans V. 

En 1975 P. Holgate  [2] introdui t  la not ion d'alg6bre de Bernstein orthogonale.  Ici on 
reprend cette not ion et l 'on montre  que si l 'alg6bre de Bernstein A = Ke | U | V n'est 
pas or thogonale  alors r : = dim K U > 3 et s : = dimK V > 2. De plus on montre  qu'il  existe 
une K-alg6bre de Bernstein non or thogonale  du type (4, 2). 

1. Pr61iminaires. Soient K un corps de caract6ristique diff6rente de deux et A u n e  
K-alg6bre commutat ive non n6cessairement associative. On appelle A u n e  K-algObre de 
Bernstein s'il existe un homomorphisme non nul d'alg6bres, w: A ~ K tel que tous les 
616ments de A verifient l 'equat ion 

(1.1) (x2) 2 = w(x)Zx 2. 

On sait (c. f. [3], pag. 207) que par  rappor t /L  un 616ment idempotent  e (lequel existe 
toujours),  l 'alg6bre de Bernstein A peut se metre sous la forme 

(1.2) A = Ke | U Q V 

off U : =  {ey ly~Kerw}  et V :=  { x ~ A l e x  = 0}. 
La dimension du sous-espace U de A est un invariant  de A; on peut donc associer fi 

A u n e  paire d'entiers (r + 1, s) off r : = dim K U, s : = dim K Vet i + r + s = n = dim/~ A. On 
dit alors que l 'alg6bre A est de type (r + 1, s). 

Une K-alg6bre de Bernstein est triviale si (Kerw)2 = (U �9 V) 2 =  (0 ) .  A. W6rz-Bu- 
sekros [4] montre  qu'il  existe, sauf isomorphisme, une unique alg6bre de Bernstein triviale 
pour  chaque type (r + 1, s). En plus elle montre  que dans ce cas on a 

A ~ K Q K ~ O K  s = {(c~,x,y)leeK, x ~ K  r, y ~ K  s} 

1) Travail subventionn6 par Direcci6n de Investigaci6n, Universidad de La Frontera, Temuco. 
Chile et CONICYT. 
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et le prodiut est donn6 par 

(1.3) (c~, X1, Yl) (fl, X2' Y2) :=  (~Zfl, I(0~X 2 q- fiX1) , 0) 

pour tous c~, fi ~ K; xl ~ Kr; yi~ KS; i = 1, 2. 
Une K-alg6bre commutative A est une alg6bre de Jordan si l'identit6 

(1.4) x2(yx) = (xZy) x 

est vraire quels que soient x, y dans A. 
Des relations entre ces algdbres on 6t6 6tablies par A. W6rz-Busekros [5],/1 savoir 

Th6or~me 1. Soit A = Ke @ U �9 V une K-algdbre de Bernstein. A est une algObre de 

Jordan si et seulement si les identitds suivantes sont valables pour tous les u~ ~ U, v~ ~ V, 
i =  1,2: 

(1.5) vl v2 = 0 

(1.6) (ua vl) v2 + (ui v2) vl = 0 

(1.7) (u~u2)v a + 2((ulvl)uz)U 1 = 0 

(1.8) ((u~ v3 v2) v~ = o 

(1.9) (u~u2) ul = 0 

(1.I0) ((ul vl) v2) ul = 0. 

Corollaire 2. Soit A = Ke (D U @ V une K-algObre de Bernstein. Si V 2 =  <0> et 
(UV) V = <0>, alors A est une algObre de Jordan. 

Darts la section suivante on montrera que la condition nhcessaire du Thhorhme 1 peut 
atre rhduite. 

Une K-alg6bre de Bernstein A = Ke @ U @ Ves t  orthogonale si U 3 = <0>. 

2. Alg~bres de Jordan. Pour  d6montrer le Th6ordme 5 on aura besoin des lemmes 
suivants. 

Lemme 3. Soit A = Ke �9 U @ V une K-algdbre de Bernstein. Alors pour tout u i ~ U, 
vie V,, i = 1,2, on a 

(2.1) u~u2 + 2(ulu2)u 1 = 0 

(2.2) ui (UzVl) + u2(ui vi) = 0 

(2.3) (ul vl) (ui v2) = 0 

(2.4) ui (v2 (ul vl)) = 0 

(2.5) (u~u2) ul = 0. 
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En effet, les relat ions (2.1), (2.2) et (2.3) cor responden t  aux relat ions (3.1), (3.2) et (3.7) 
du  Lemme 2 (c. f. [5]). P o u r  d6mont re r  (2.4) on  remplace v 1 par  v 2 et u 2 par  u 1 v I dans  (2.2) 
et on  ob t ien t  ul((UlVOV2)+ (u ~v l ) (u l v2 )=  0, en ut i l isant  (2.3), il en r6sulte (2.4). En  
faisant  v~ = u~ dans  (2.2), on  a u~(uzu 2) + Uz(UtU 2) = 0, d'ofi (uZuz)U~ = 0 done  (2.5). 

Lemme  4. Soit A = Ke  @ U | V une K-algdbre de Bernstein telle que v(vu) = 0 Vu e U, 

v e V Alors les relations suivantes sont valables pour tous les  u~ ~ U, v~ e V, i = 1, 2 

(2.6) (u lvOv2 + (ulv2)v 1 = 0 

(2.7) (u~u2)v 1 + 2 ( (u lvOu2)u l  = 0 

(2.8) ((u 1 vl) v2) v 1 = 0. 

En  effet, dans  l '6quat ion  v(vu) = 0 on  prend  v = v, + v2 et on  ob t ien t  

0 = (I)1 -[- ~)2)((Vl -[- /)2)/'/) = Vl(VlU) -]" /)1(/)2/'/) -{- V2(VlU) q- /)2(V2 u) 

= v l ( v 2 u )  + v 2 ( v l u ) ,  

on a done  d4mont r6  (2.6). P o u r  avoir  (2.7) on  utilise successivement (2.6), (2.2) et (2.1), 
en effet 

(u~u2)v 1 + 2 ( (u lvOu2)u  1 = - u~(u2vl) + 2 ( (u lvOu2)u l  

= - u ~ ( u 2 v O  - 2 ( ( u ~ v O u O u ~  = O. 

En mul t ip l i an t  la re la t ion (2.6) par  vl ,  on  a ( (u lv l )v2)v  1 = - ( ( u l v 2 ) v O v  1 = 0, ce qui  
achhve la dhmons t r a t i on  du  lemme. 

O n  a done  le 

Th6or~me 5, Soit A = Ke  | U | V une K-algdbre de Bernstein. Alors A est une algdbre 
de Jordan si et seulement si V 2 = ( 0 )  et v(vu) = 0 pour tous les  u e U, v e V 

En effet, supposons  V 2 = ( 0 )  et v(vu) = 0 pou r  tous les u e U, v e V. En  t enan t  compte  
du  Th6or6me 1, les Lemmes  3 et 4 impl iquen t  que A est une  alg6bre de Jordan.  

R6ciproquement ,  en ut i l isant  de n o u v e a u  le Th6or6me 1, il suffit de d6mont re r  que 
v(vu) = 0 p o u r  tout  u e U, v e V. P o u r  cela, on  p rend  v~ = v 2 = v, u 1 = u dans  (1.6) et on  
a 2(uv)v = 0 pou r  tout  u e  U, v e  V, done  v(vu) = O. 

3. Orthogonali t6.  Soient  A = Ke | U | V une  K-alg~bre  de Bernste in  du  type (r + 1, s) 
et L,2: U --* UV d6finie par  Lu2(x ) = u2x avec u e U fixe, u 4= 0. Cette appl ica t ion  est un  
h o m o m o r p h i s m e  d'espaces vectoriels et on  a Lu2(u ) = u 3 = 0 donc  KerL ,2  4 = {0}. O n  
pose t/g:= d im~KerLu2  > 1, G : =  dimKLuffU ) < r -  1. S i x  e Lug(U) alors il existe u' 
dans  U telle que x = u2u ', on  a L,2(x) = u2(u2u ') = - 2u(u(u2u')) = 4u(4u(u(uu')))  (on a 

utilis6 deux lois la re la t ion  (2.1)), donc  Lg~(x) = 0 car u(uv) = 0 est tou jours  valable dans  
une  alg~bre de Bernstein.  Ceci en t ra lne  que L,~(U) est un  sous-espace vectoriel de Ker  Lug, 
donc  t/, >__ 0,. Soit tu :=  G - G ,  alors d im U = r = 2 G  + tg. 

Th40r~me 6. Soit A = Ke  G U �9 V une K-alg~bre de Bernstein. A est orthogonale si et 
seulement si u2 U = ( 0 )  quelque soit u dans U. 
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En  effet, supposons  que u2U---~ (0), alors G = 0, c'est /t dire L, f f U ) =  0 quelque 
soit u dans  U. O n  a 0 = ( u  2 + u 3 )  2 u l = u z u ~ + 2 ( u ~ u 3 ) u ~ + u z u ~  ce qui  entral~ne 

Ul(U2U3) = 0 quelque soit u~, u 2, u3 dans  U, donc  A est or thogonale .  

Corollaire 7. Soit A = Ke @ U �9 V une K-algdbre de Bernstein. Si A n' est pas orthogo- 
nale, on a r : = dimK U > 3 et s : = dim K V > 2. 

En  effet, si A n 'est  pas or thogonal ,  par  le th6orhme pr4c6dent il existe u dans  U telle 
r r 

que Ker  L ~  # U, c'est fi dire G < r. O n  a r = t/. + G < 2 G ,  donc  G --> ~.  De plus G > ~,  
r r 

car  t/. = ~ en t ra lne  G = q. = ~, c'est fi dire Ker  L ~  = L.ffU),  donc  l'616ment u appar t i en t  

fi L.~(U), alors il existe u' e U telle que u2u ' = u et on  a u z = (u2u')u = ( -  2u(uu'))u = 
- 2u(u(uu')) = 0, donc  L.~ = 0, ce qui  revient  ~i dire Ker  L.~ = U, contradic t ion.  C 'es t / t  

r 
dire on  a demont r6  que l 'entier  G v6rifie la re la t ion  - < r/u < r. 

2 2 k + l  
Si r  est impai r  de la f o r m e r  = 2k + I a v ec0  < k e ~ , a l o r s  < t/. < 2k + 1, donc  

r - I  2 
k + I <= G < 2k + 1, c ' e s t / t  dire G peut  prendre  k - valeurs possibles. C o m m e  

r - I  2 
G => 1, on  dolt  avoir  k _-> 1 et alors > 1 d'ofi r > 3. Si r est pair,  de faqon ana logue  
on  mon t r e  que r => 4. 2 - 

P o u r  m o n t r e r  que s _> 2 on  consid6re un  616merit u~ e U tel que u2u~ 4= O. Les 616ments 
u 2 et uu~ sont  l in6ai rement  ind6pendents  darts V. En  effet, soit e u 2 +  fluu~ = 0 avec 

~ , f l e K ,  si f l + 0  alors u u l = - ~ - u  2 et u 2 u l = - 2 u ( u u O = 2 C ~ u 3 = O ,  donc  f l = 0 .  

C o m m e  KerL ,2  + U, on  a u 2 +  0, alors c~u2= 0 en t ra lne  c~ = 0. En  cons6quence  

s: = d imn V _-> 2. 

Corollaire  8. II existe une K-algkbre de Bernstein non orthogonale du type (4, 2). 

En  effet, soit A = Ke �9 U �9 F,, avec dim K U = 3 et dim~ V = 2. C o m m e  A n'est  pas 
o r thogona le  alors le Th6or~me 6 en t ra lne  qu ' i l  existe u 1 ~ U tel que Ker  L ~  ~ U. Tenan t  
compte  que K e r L , ~ L u ~ ( U  ) (car Ul~KerLu~\L~(U)) ,  on a t/, = 2  et Q,1--1 .  
Soit Lug(U)= ( u s )  alors KerL,~  = ( u l , u z ) ,  si on  d~signe par  @ a )  le compl6ment  

du  KerLu2 dans  U, on  a U = ( u l , u z , U 3 )  avec u~u 3 = u  2. C o m m e  u 2 u 3 = u s ~ O ,  
alors v~:=~u~ et v 2 : =  u~u 3 sont  l in6airement  ind6pendents  dans  V, donc  {vl,v2} est 
une  base de V. 

Les produi t s  darts A sont  donn6s  par  

U 2 ~__ /A 1 

U l U  3 ~ V 2 

ulu 2 = ul(u2u3) = -- 2ul(ul(ulu3) ) = - -  2 u l ( u l v 2 )  =- 0 

u~v~ = u~u~ = u~ = 0 

/ X l V  2 = / , / l ( U l U 3 )  = 1 2 1 - -  ~ U l U 3  ~ - -  ~ / J 2  

u~ = av 1 + by 2 
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/,/3U2 = b/3(U2U3) = 0 

U31) 1 ~ b/3 u2 ~ U 2 
1 1 b 

u3v 2 = u3(u3u 0 = - ~  u2u t  = - ~(av~  + bva)U ~ = ~ u  2 

u~ = (u~u~) ~ --- (u~v~) (u~vO = 0 

U2V 1 = U2 u2 = - -  2Ul (UlU2)  = 0 

L/21)2 (~21U3) (b/lb/3) = 1 2 = - ~u3(u~v~) = 0 

~ = (u~) a = 0 

~ = u ~ ( u ~ u ~ )  = cu~  

v~ = du~ 

avec a, b, c, d dans  K. P o u r  mo n t r e r  que v 1 v 2 et v 2 n ' on t  pas de composan te  selon ul  et 
u3, il suffit de mul t ip l ier  ces 616ments par  ul  et utiliser les relat ions U V  2 = ( 0 ) ,  ua u2 = 0 

et le fait que {vl, v2} est libre. De plus les coefficients a et b son li6s par  la re la t ion 

a = - car 0 = u~ = u3(av 1 + by2) = au2 + ~ u2 = a + u 2, donc  on  a 

b 2 
u~ = - ~ v 1 + by  2. 

P o u r  finir, on  imposse  fi l 'alg+bre A la cond i t ion  de Bernste in  (X2) 2 = W ( X ) 2 X  2. 

Soit x = cqe + 0~2U 1 + 0~3b/2 ~- 0~4U 3 q- ~5Vl ~- 0~6"/52, ~i E K ,  i = 1 , . . . ,  6, u n  ~lbment 
que lconque  de A. D ' u n e  par t  on  a 

x 2 =- c d e +  ct2vl + et 2 - ~ vl  + by2 + cddu2 + elC~aUl + cqe4u3 

+ c q e 3 u  2 + 2 ~2c~,~v2 - ~c~2~6u 2 + e4e5u 2 + ~ c~4~6u 2 + c%c%cu 2 

= e~e + c q ~ z u  1 + eqc~gu 3 + e~d + cqe3 - e2c% + 2c~4~5 + ~a4~6 

D ' au t r e  par t  

(x2)2 = e~e + ~ 2 u l  + ct~e4u 3 + [ d ( b ~  2 + 2ezCq) 2 + e2 (ct62d + ~1(~ 3 
I_ k 

b 
) ~xto~2(b~24 + 2~x20~4) - -  O~2O~ 6 q- 2e4~ 5 + ~ 0~40~ 6 q- 2C0~5~ 6 - -  
/ 

b ~ b a t ~ ( b a ~ + 2 e / u 4 ) + 2 c  az 2 - ~ - ~ 2  + 2 ~  ~ - ~  +~ 

2 2 2 2 (beZe l  2~X2~X2~X,)V2. " (b~z2 + 2~20%) u 2 +  ~10~2 - -  ~ -  ~l~X4 r i d -  q- 

C o m m e  l 'on  a que w(x) = at  on  voit  que l 'alg6bre A est de Berllstein si et seulement  
si pou r  tou t  cqe K, i --- 1 , . . . ,  6, l '6galit6 suivante  est v6rifi6e: 
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//  X b 2 
d(ba 2 + 2~2~4)2 - ~1~2(b~4 2 + 2~2a~)+  2 a l a 4 ( a 2  - ~-  a z /  

b 2 2 ~10r162162 + 2C//2~ _-4-b2 \ \ 4 J + ~ )  (b~] + 2~2~4) = 0. 
w 

En ordonnant  le membre  de gauche selon les puissances de :q  on obtient 

+ + + + 

pour  tout  ~2, ~4 dans K. Donc  les equations suivantes doivent  ~tre verifie6s, pour  tout  a 2 

dans K b3 c 
db 2 - - -  = 0, 

2 
(4bd - bZc) 0r = 0, 

(4d + 2be)r162 = O, 

4cc~2 z = 0, 

ce qui donne c = d = 0. Alors la loi de mult ipl icat ion dans A est donn6e par  

IA 3 

1 
~u3 0 0 

1 
v~ 0 - ~ u z  

0 0 0 

e e 
1 1 ~ul ~u2 

1 
ul ~ ul v~ 0 

1 
U 2 ~ U 2 0 0 

1 b 2 b 
U 3 ~ bl 3 V 2 0 ~ V 1 q- b y  2 bl 2 ~ Ix 2 

v~ 0 0 0 u z 0 0 

1 b 
v2 0 - ~ u2 0 ~ u2 0 0 

off b est un 616ment quelconque dans K. On observe que pour  cette alg6bre, on a 
Ua(UlU 0 = u3v ~ = u 2 + 0, c'est ~ dire A n'est pas or thogonale  pour  aucun b dans K. 
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