SUR LES ALGEBRES DE BERNSTEIN

M. T. ALCALDE, C. BURGUENO, A. LABRA, et A. MICALI

[Received 2 January 1985—Revised 3 December 1987]

Le but de cet article est de revoir les algébres de Bernstein au point de vue
structure et de décrire les dérivations et automorphismes de telles algebres aussi
bien en caractéristique 2 qu’en caractéristique différent de 2. Les résultats
obtenus sont consignés dans les pages qui suivent.

Ce que I'on appelle aujourd’hui les algeébres de Bernstein ce sont des objets nés
des travaux de Serge Bernstein (cf. [1,2]) concernant le principe de stationarité
en Genetique. Ces travaux sont restés sans suite, pendant un demi-si¢cle et repris
par Yu. L. Lyubich (cf. [8]) et puis d’'un point de vue algébrique par P. Holgate
en 1975 (cf. [7]). Compte tenu des ces travaux, Angelika Worz-Busekros a fait
une étude systematique des algébres de Bernstein sur un corps de caractéristique

différente de 2 (cf. [13, chapitre 9]), en y includant la classifications de ces
algébres en dimension <3. C’est cette étude que nous reprenons ici afin d’étudier
dérivations et automorphismes.

1. Préliminaires

Soient K un anneau commutatif a élément unité, A une K-algébre commuta-
tive non associative et w: A— K une pondération de A, i.e. un morphisme
surjectif de K-algebres, appelé aussi poids ou fonction poids de I’algébre A. On
dira aussi que le couple (A, w) est une K-algébre ponderée. Un morphisme
d’algebres ponderées f: (A, w)—(A’, ®') est un morphisme de K-algebres
f: A— A’ vérifiant w'of = w. Si (A, w) est une algébre ponderée, il existe un
élément e dans A tel que w(e) =1 donc la décomposition en somme directe de
K-modules A = Ke @ Ker(w). De plus, Ker(w) est un idéal de A. Si, maintenant,
f: (A, w)—>(A’, w') est un morphisme d’algébres ponderées, la condition
w'ef = w entraine f(Ker(w)) < Ker(w') donc, par passage aux quotients, il
existe un isomorphisme unique de K-algebres f: Ke = Ke' rendant commutatif le
diagramme

a-Loa

Ke =3 Ke'
ou les fleches verticales sont canoniques. Ainsi, dans une catégorie d’algébres

pondérées, la composante Ke de ces algeébres est unique, & isomorphisme pres.
Ceci est donc un invariant de la catégorie.
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On dira qu'une K-algebre ponderée (A, w) est une algébre de Bernstein si
pour tout élément x de A on a (x?)* = w(x)*c% Plus géneralement, soient (A, w)
une algebre ponderée et h: A— A une application quadratique, i.e. h(Ax) =
A*h(x) pour tout A dans K et pour tout x dans A et I’application A X A— A
définie par

(x, y)—=h(x +y) —h(x)— h(y)

est K-bilin¢aire, nécessairement symétrique. On dira maintenant que le triplet
(A, w, h) est une algeébre de Bernstein si pour tout x dans A on a h(h(x))=
h(w(x)x), ou encore, h(h(x)) = w(x)*h(x). La premiére définition donné ci-
dessus concerne un cas particulier d’algebres de Bernstein dans lequel
Papplication quadratique h: A— A est définie par x — x% Ce papier traitera de
ce cas particulier d’algebres de Bernstein, que nous noterons, tout simplement,
(A, w).

ExampLE 1.1. Soit (A, w) une algébre ponderée et soit h: A— A I’application
quadratique définie par x+> w(x)x dont Papplication K-bilin¢aire symétrique
associée est

AXA—A, (x,y)—oi)y+o(y)x.

Il est clair que (A, w, k) est une algébre de Bernstein car hA(h(x)) = w(x)%h(x)
pour tout x dans A.

Dans la suite de cet article, le mot algebre veut toujours dire algebre
commutative non nécessairement associative et de dimension finie sur un corps
commutatif donné. De plus, pour tout corps commutatif K, on notera K le
groupe abélien additif soujacent & K et K* le groupe abélien multiplicatif formé
des élément inversibles de K et pour un K-espace vectoriel V, notons GLk(V) le
groupe linéaire de V.

2. Structure des algébres de Bernstein

Soient K un corps commutatif et (A, @) une algébre de Bernstein. Il existe un
idempotent non nul e de A, donc la décomposition en somme directe d’espaces
vectoriels A = Ke @ Ker(w). De plus, Ke est une sous-algebre de A et Ker(w) est
un idéal de A. On a:

ProposITION 2.1. Soient K un corps commutatif infini et (A, w) une K-algébre
de Bernstein. Quels que soient x, y, z et t dans A, on a les relations suivantes:

(i) 8((xy)(zt) + (xz)(yt) + (x1)(yz))
=4(w(xy)zt + w(zt)xy + w(x2)yt + o(yt)xz + 0 (xt)yz + w(yz)xt);
(i) 4x*(yz) + 8(xy)(xz) = dw(xz)xy + 20(yz)x* + 2w(x?)yz + dw(xy)xz;
(iii) 4(xy)?+ 2x%y% =4dw(xy)xy + 0 (x)y* + o(y*)x?;
(iv) 4x*(xy) =20 (x>)xy + 20(xy)x>

En effet, on sait que pour tout x dans A on a (x%)*= w(x)%? et il suffit de
polariser cette relation.
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Note 2.2. La proposition ci-dessus est encore vraie si K est un anneau
commutatif et intégre a élément unité ayant une infinité d’éléments (cf. [4,
chapitre 4, § 2, N° §]).

CoRrOLLAIRE 2.3. Soient K un corps commutatif infini et (A, w) une K-algeébre
de Bernstein. Si la caractéristique de K est différente de 2, la relation (i) entraine les
relations (ii) et (iii) et quels que soient x, y, z, t dans A, on a:

@) @y)(a) + @2)(p1) + (x1)(y2)
=3 w(xy)zt + w(zt)xy + w(x2)yt + w(yt)xz + w(xt)yz + w(yz)xt).
Si, de plus, la caractéristique de K est aussi différente de 3, alors la relation (i)
entraine (iv).

Le corollaire résulte immédiatement par un choix convenable de x, y, z et ¢
dans (i).

On voit ainsi qu’en caractéristique différente de 2 et de 3 et pour des algebres
de Bernstein sur un corps infini, la relation (i)’ suffit pour les définir. En effet, si
lonyfaitx=y=z=t,ona

(x?)?*= w(x)’x* pour tout x.

Soient K un corps infini de caractéristique 2, (A, w) une K-algébre de
Bernstein, e un idempotent de A vérifiant w(e)=1 et A= Ke @ Ker(w) la
décomposition de A relativement a cet idempotent. La proposition 2.1 nous dit
alors que quels que soient x et y dans A on a

o(x?)y* = w(y*)x*®
donc x? = w(x?)e pour tout x dans A. Cette relation nous sera utile, plus loin dans
le calcul des dérivations en caractéristique 2.
Supposons maintenant que K soit un corps infini de caractéristique 3 et soient
(A, ) une K-algebre de Bernstein, e un idempotent de A vérifiant w(e) =1 et

A = Ke @ Ker(w) la décomposition de A relativement a cet idempotent. Dans ce
cas d’aprés la proposition 2.1, on a les relations:

1) (xy)(zt) + (x2)(yt) + (xt)(yz) + w(xy)zt + w(zt)xy + w(x2)yt
+ w(yt)xz + w(xt)yz + w(yz)xt =0,

quels que soient x, y, z et t dans A;
(iv)" x*(xy) + o(x*)xy + w(xy)x*> =0, quels que soient x et y dans A.
De plus, il est facile de voir que la condition (i)” n’entraine pas (iv)". Ainsi, en

caractéristique 3 il nous reste deux des quatre relations écrites dans la proposition
2.1 alors que, en caractéristique 2, il nous en reste une seule.

THEOREME 2.4. Soient K un corps infini de caractéristique différente de 2,
(A, ) une K-algébre de Bernstein et e un idempotent non trivial de A. Alors,
lidéal Ker(w) de A se décompose en la somme directe de deux sous-espaces,
Ker(w)=U®YV, et cette décomposition depend du choix de I'idempotent e. De
plus, on a:

(i) pour tout x dans U, ex = 3x;

(ii) pour tout x dans V, ex =0;
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(iii) quels que soient x, y et z dans U, on a l'identité de Jacobi

(xy)z + (yz2)x + (zx)y =0;

(iv) quels que soient x et y dans U et z dans V, on a

x(yz) +y(xz) =0;
(v) quels que soient x, y et z dans Ker(w) et pour tout t dans A, on a

(xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz) =0;
(vi) U?cV, UVcU, V:cU e UV:=0.

En effet considérons I'application K-linéaire L: Ker(w)— Ker(w) définie par
x> ex. L’identité (i) de la proposition 2.1, si la caractéristique de K est différente
de 2 et 3 ou l'identité (iv) de la méme proposition, si la caractéristique de K est
égale a 3, nous donnent e(ex) = 3ex pour tout x dans Ker(w) donc LoL =3L.
Ceci nous montre que, si I'on pose U=Im(L) et V=Ker(L), on a la
décomposition en somme directe de sous-espaces vectoriels Ker(w)=U® V. Le
reste de la démonstration suit comme dans [13] (voir démonstration du théoréme
9.6). Pour ce qui est de la dependance de la décomposition de A vis-a-vis du
choix de I'idempotent e, voir [13, Lemma 9.9].

Note 2.5. On observe ici que quels que soient x et y dans Ker(w), on a,
d’apreés I'identité (iii) de la proposition 2.1, 2(xy)*+ x?y*=0, a condition que la
caractéristique de K soit différente de 2. Donc, pour tout x dans U et pour tout y
dans V, on a (xy)*> dans V et x?y* dans U ce qui entraine que (xy)>=0 et
x*y?=0. Ceci repond a une question posée dans [13] (voir la remarque 2 la fin de
la démonstration du théoréme 9.6).

Note 2.6. On sait que si (A, w) est une k-algebre de Bernstein ou K est un
corps commutatif de caractéristique différente de 2, il existe un idempotent e # 0
de A et une décomposition de A en somme directe de sous-espaces A =
Ke® U V. Or, bien que U et V dépendent du choix de e, la dimension de U,
et, par suite, celle de V, est independante de ce choix. Elle constitue donc un
invariant de I’algébre A que nous utiliserons dans la classification des algébres de
Bernstein. A cet effet, si I'on pose r = dimg(U) et d =dimg(V), on dira que A
est une algébre de Bernstein de type (r +1, d), ou r + 1+ d = dim(A).

3. Dérivations

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, (A, w) une
K-algebre de Bernstein et A = Ke @ U @ V la décomposition de A relativement a
un idempotent non trivial e de A. Notons Derg(A) le K-espace vectoriel des
K-dérivations de A et Endg(A) celui des K-endomorphismes linéaires de A. De
plus, ces deux espaces son naturellement munis d’une structure d’algébre de Lie
et Derg(A) devient ainsi une sous-algebre de Lie de Endg(A).

THEOREME 3.1. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et (A, ) une K-algébre de Bernstein. Une condition necéssaire et suffisante pour
que une application K-linéaire d: A— A soit une K-dérivation de A est que les
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conditions suivantes soient vérifiées:
(i) d(e) e U;
(ii) pour tout x dans U,
d(x) = fo(x) + 2xd(e),

ou l'application f: Derg(A)— EndK(U) définie par d—f; est un mor-
phisme d’algébres de Lie;

(iii) pour tout x dans V,

d(x) = —2xd(e) + ga(x)

ou l’application g: Derx(A)— Endg(V) définie par d—g, est un mor-
phisme d’algébres de Lie;

(iv) ga(xy) =xfi(y) + fo(x)y, quels que soient les éléments x et y dans U;

V) fa(xy) =x84(y) + fa(x)y +2(xd(e))y, quels que soient x dans U et y dans V;

(Vi) fi(xy) =x84(y) + ga(x)y — 2(xd(e))y — 2x(yd(e)), quels que soient les
éléments x et y dans V.

En effet, on écrit d(e) we +x +y avec o dans K, x dans U et y dans V et la
relation
d(e) = d(e*) = 2ed(e) =2ae + x

nous dit que « =0 et y =0, donc d(e) = x € U. D’autre part, si I'on écrit, pour x
dans U, d(x) = ee + u +y avec o dans K, u dans U et y dans V, on a

2ed(x)=2ae+u
et si 'on dérive la relation 2ex = x, alors
2ed(x) +2d(e)x = d(x)
d’od y =2xd(e) et a =0. Ainsi, pour tout élément x dans U, on peut écrire
d(x) = fa(x) + 2xd(e)
ol I'on a posé u = f,(x) et il est facile de voir que I'application f: Derx(A4)—
Endg(U) définie par d — f; est un morphisme d’algebres de Lie. De méme, pour
tout x dans V, on écrit d(x) = ae + u +y avec « dans K, u dans U et y dans V
d’ou
2ed(x) =2ae +u
et, d’autre part, 0 = d(ex) = d(e)x + ed(x) soit
2xd(e) +2ae +u =0,
ce qui nous donne o =0 et u = —2xd(e). Si I'on pose y = g (x), alors
d(x) = —2xd(e) + ga(x)

et on montre facilement que I'application g: Derg(A)— Endx(V) définie par
d— g, est un morphisme d’algebres de Lie. On observe ici que dire que les
applications K-linéaires

f: Derg(A)—Endg(U) et g: Dergx(A)— Endg(V)
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sont des morphismes d’algébres de Lie revient a dire que quelles que soient les
dérivations d et d' de A, on a fig.41= [fs, fo] €t 8a,an= [8a» £a]-
Notons que si x et y sont dans U,
8a(xy) = d(xy) +2(xy)d(e)
=d(x)y +xd(y) +2(xy)d(e)
= (fa(x) +2xd(e))y + x(fu(y) + 2yd(e)) + 2(xy)d(e)
=fax)y + xfa(y),
car (xd(e))y + (d(e)y)x + (yx)d(e) =0 (identité de Jacobi; cf. théoréme 2.4(iii)).
Si 'on prend x dans U et y dans V, on a
fa(xy) = d(xy) — 2(xy)d(e)
=d(x)y +xd(y) —2(xy)d(e)
= (fa(x) + 2xd(e))y + x(=2yd(e) + 84(y)) — 2(xy)d(e)
= x84(y) + fa(x)y + 2(xd(e))y,
car x(yd(e)) + (xy)d(e) =0 (cf. théoréme 2.4(iv)). Finalement, quels que soient x
etydans V,ona
falxy) = d(xy) — 2(xy)d(e)
=d(xy)
=d(x)y +xd(y)
= (=2xd(e) + ga(x))y +x(—2yd(e) + ga(y))
=x8a(y) +8a(x)y — 2(xd(e))y — 2x(yd(e)),
car (xy)d(e) =0 (cf. théoreme 2.4(vi)).
Réciproquement, soit d: A— A une application K-linéaire vérifiant les condi-

tions (i) a (vi) du théoréme. Pour x et y dans U et en utilisant Iidentité de Jacobi
(cf. théoreéme 2.4(iii)), on a

d(xy) = ga(xy) — 2(xy)d(e)
= fa(x)y + xfa(y) +2(xd(e))y +2x(yd(e))
=d(x)y + xd(y).
De méme, si I'on prend x dans U et y dans V ou si x et y sont dans V, on a
d(xy) = d(x)y + xd(y).

Finalement, si I’on écrit deux éléments quelconques x et y dans A décomposés
d’apres la décomposition de A, on voit que

d(xy) = d(x)y + dx(y).
CoRrOLLAIRE 3.2. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2

et (A, w) une K-algébre de Bernstein. Pour toute dérivation d de A, on a
wed=0.

Ce corollaire résulte immédiatement du théoréme 3.1.
Dans le cas d’un corps de caractéristique zéro, le corollaire 3.2 est vrai, plus
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généralement, pour des algebres uniquement ponderées (cf. (5, théoréme 1] pour
les algebres réelles).

Si K est un corps commutatif et si (4, ) est une algébre ponderée, on dira que
(A, w) est uniquement ponderée si w: A— K est 'unique pondération de A et si
pour toute extension K— L de K ou L est un corps commutatif, la L-algebre
AQ@kL est aussi munie d'une pondération unique. Comme le morphisme
composé

0w®id:AQ, K—->KQxL3L

est une pondération de A @4 L en tant que L-algébre, nécessairement w ® id,
est 'unique pondération de la L-algébre A @ L.

Le fait qu’une algebre soit de Bernstein se conserve par extension du corps des
scalaires. Ceci et le lemme 9.3 cf. [13] nous montrent que toute algébre de
Bernstein est uniquement pondérée.

THEOREME 3.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro et (A, )
une K-algebre uniquement pondérée. Pour toute dérivation d de A, on a wod =0.

Soit d: A— A une dérivation de A et considérons le morphisme de K-algébres
o, A— A @ K((t)) défini par

o(x)=x+d(x)t+ % d*(x)+ ... + ;17 dr(x)" + ...

pour tout x dans A, ou ¢ est une indeterminée sur K et K((¢)) est le corps de
fractions de I’anneau de séries formelles K[[¢]] en I'indeterminée ¢ et a coefficients
dans K. On peut étendre o, A— A ®x K((¢)) a un K((t))-automorphisme de
A((t)) = A ®x K((t)), en posant o,(x ® t™) = o,(x)t™ pour tout x dans A et pour
tout entier m=0. Or, A((t)) est une K((t))-algebre pondérée dont l'unique
pondération est Q = w Q@ idg) et ceci nous dit alors que Qoo, = Q. Il est clair
que Q est aussi une fonction de ¢ et si 'on dérive cette derniere relation on a

dgoo- + 0@—@
ar ' dt  dt
d’oli, en posant t =0, wod =0.

On sait déja que, étant donnée une K-algébre A, Dery(A) est une sous-algébre
de Lie de Endg(A). La remarque suivante nous sera utile par la suite:

Note 3.4. Soient K un corps commutatif et A une K-algebre. Une condition
nécessaire et suffisante pour que Derg(A)=Endg(A) est que A soit une
zéro-algebre.

Dans certains cas, les dérivations des algebres de Bernstein peuvent Eétre
calculées sans aucune restriction sur la dimension de I’algébre.

THEOREME 3.5. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et A une K-algebre de Bernstein de dimension n + 1. Alors:

(i) si A est de type (n+1,0), il existe un isomorphisme d’algébres de Lie
DCI'K(A) ~K" >(s.d. Mn(K);
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(ii) si A est de type (1,n), il existe un isomorphisme d’algébres de Lie
Derg(A) = M,(K).

En effet, on sait que si A est une algeébre de Bernstein de type (n + 1, 0), alors
A est isomorphe a l'algebre gamétique G(n +1, 2) d’une population diploide
avec n + 1 alleles (cf. [13, Lemma (9.11)]) donc

Derx(A) =Derg(G(n + 1, 2)) = K" X, 4. M,(K)

(cf. [11, note 2.4]). On rappelle ici que la structure d’algebre de Lie de
K" X, 4 M,(K) (somme semi-directe des espaces vectoriels K" et M,(K)) est
donnée par

[(x; @), (3, B)] = (yor — xB, [a, B])

pour x et y dans K" et o et B dans M,(K), ou [, B] = af — B est le crochet
de Lie dans l’algebre de matrices M,(K) et ou I’action de M,(K) sur K" est
définie par

xB= (i XiPits -+, z": xiﬁin):

i=1 i=1

si x=(xy, ..., x,) est dans K" et B =(B;) dans M,(K). Si A est de type (1, n),
alors U =0 et, par suite, il existe un isomorphisme d’algébres de Lie Derg(A) 3
Endg(V) (cf. théoréme 3.1(iii)). Or, V étant une zéro-algebre, nécessairement
Deryg(A) =Endg(V), isomorphisme d’algébres de Lie (cf. Note 3.4) d’on
I'isomorphisme d’algebres de Lie Derg(A) = M,(K).

4. Dérivations en caractéristique 2

Dans tout ce paragraphe, K sera un corps commutatif de caractéristique 2 et il
s’agira, pour nous, de déterminer les dérivations des algébres de Bernstein sur K.
On a ainsi la caractéristation suivante de telles dérivations:

THEOREME 4.1. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2, (A, w) une
algeébre de Bernstein sur K, et e un idempotent non nul de A.

Une condition nécessaire et suffisante pour que une application K-linéaire
d: A— A soit une dérivation de A est que:

(i) d(e)=0;
(ii) pour tout x dans Ker(w),
d(x) = (wed)(x)e + fu(x),

ou lapplication f: Derg(A)— Endg(Ker(w)) définie par d—f; est un
morphisme d’algébres de Lie;
(iii) quels que soient x et y dans Ker(w),

faxy) = fux)y + xfa(y) + (0 d)(x)ey + (wd)(y)ex;
(iv) pour tout x dans Ker(w), fi(ex) = fu(x)e;
(v) pour tout x dans Ker(w), (weod)(ex) = (w°d)(x);
(vi) quels que soient x et y dans Ker(w), (wod)(xy)=0.
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La démonstration de (i) et (ii) se fait de fagon analogue a celle du théoréme
3.1. Si x et y sont dans Ker(w), d’aprés (ii) on a f,(xy) = d(xy) + w(d(xy))e et il
suffit de developper cette relation, tout en se servant a nouveau de (ii). Ceci nous
fournit (iii). Les conditions (iv), (v) et (vi) en découlent immédiatement.
Réciproquement, si les conditions (i) a (vi) sont vérifiées, on commence par
montrer que d(xy)=d(x)y +xd(y), quels que soient x et y dans Ker(w) et
comme d(e) =0, il en résulte que d est une dérivation de A.

Note 4.2. Les conditions (iv) ‘et (v) du théoréme ci-dessus peuvent étre
remplacées par la condition (équivalente) suivante: pour tout x dans Ker(w),
d(ex) = ed(x). En effet, pour tout x dans Ker(w), on écrit

d(x) = (w°d)(x)e + fu(x)
d’ou
ed(x) = (weod)(x)e + fy(x)e
et
d(ex) = (wod)(ex)e + f,(ex)

et ceci nous dit que la condition ci-dessus est verifiée si et seulement si on a les
conditions (iv) et (v) du théoréme 4.1.

Notons que si (A, w) est une K-algeébre de Bernstein, ou K est un corps
commutatif de caractéristique 2, si d: A— A est une dérivation de A, ceci
n’entraine pas que wod =0, comme en caractéristique différente de 2 (cf.
corollaire 3.2).

ExempLE 4.3. Soient donc K un corps commutatif de caractéristique 2, (A, o)
la K-algebre de Bernstein de dimension 2 dont la table de multiplication
relativement a la base {ey, e;} avec ep=e, w(e)=1 et {e,} base de Ker(w),
s'écrit: e§ = ey, epe, = e, et e3=0. L’application K-linéaire d: A— A définie par
d(ey) =0 et d(e;) = e, est une K-dérivation de A et wod #0.

De méme, le fait que d soit un endomorphisme K-lin€aire d’une algebre de
Bernstein (A, w) tel que wod =0, ceci n’entraine pas que d soit une K-
dérivation de A.

ExemMpLE 4.4. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2, (A, w) la
K-algebre de Bernstein de dimension 2 définie dans ’exemple 4.3. L’application
K-linéaire d: A— A définie par d(ey) = e, et d(e;) =0 n’est pas une dérivation de
Aetwed=0.

Ces considérations nous conduisent au résultat suivant, lequel nous permettra
de calculer certaines algébres de dérivations:

ProposiTION 4.5. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2, (A, w) une
K-algeébre de Bernstein et f: Derx(A)— Endg(Ker(w)) le morphisme d’algébres
de Lie défini dans le théoreme 4.1(ii). Une condition nécessaire et suffisante pour
que wod =0 pour toute dérivation d de A est que le morphisme f soit injectif.
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Il est clair que si d: A— A est une dérivation de A, alors wed =0 si et
seulement si d|ker(w) =fy €t ceci entraine que f: Derg(4)— Endg(Ker(w)) est un
morphisme injectif d’algébres de Lie. Réciproquement, si f: Derx(A)—
Endk(Ker(w)) est un morphisme injectif d’algebres de Lie, on peut identifier d &
son image par f dans Endg(Ker(w)) et ceci pour toute dérivation d de A.
L’équation d=f, entraine alors, compte tenu de théoréme 4.1(ii), que
(wed)(x) =0 pour tout x dans Ker(w) et comme d(e) =0 (cf. théoreme 4.1(i)),
alors w°d = 0 pour toute dérivation d de A.

PropOSITION 4.6. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2 et (A, )
une K-algebre de Bernstein. Si le morphisme d’algébres de Lie

f: Derg(A)— Endg(Ker(w))
est injectif et si les applications K-linéaires
d;: Ker(w)—Ker(w) (i,j=1,...,n)

définies par dg(e.)=0ye; (i,j,k=1,...,n), o {ey,...,e,} est une base de
Ker(w) sur K, se prolongent en dérivations de A, alors (d;),<; j<, est une base de
Derg(A) et il existe un isomorphisme d’algébres de Lie

f: Derg(A) 3 M,(K)

donné par d;j—>e; (i, j =1, ..., n), out (€;)1<ij<n €St la base canonique de I’algébre
des matrices M,(K).

En effet, dire que les d; se prolongent en dérivations de A c’est dire que
dij(e)=0pour i,j=1, ..., n, ol e est un idempotent de A vérifiant w(e) =1. Si,
maintenant, d est une dérivation de A et si P'on écrit d(ex) =X/, aye;
(k=1,...,n), ob les a; sont dans K, alors d =Y/, L., a;;d; et il est clair,
d’autre part, que les d; sont K-linéairement indépendants. Pour montrer,
finalement, que f est un morphisme d’algébres de Lie, il suffit de Pappliquer a la
relation

[dij: dkl] = 6ildkj - 6kjdil (i, j, k, = 1, veey n).

ExempLE 4.7. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2, (A, @) une
K-algebre de Bernstein de dimension 2, e un idempotent non trivial de A, {e,}
une base de Ker(w) et considérons la table de multiplication de A relativement a
la base {ey, e;} avec ey=e, el=e, epe;=eeo=7ve; et e=0. Pour toute
dérivation d de A, on a d(ey) =0 et d(e,) = aey+ Pe, avec a et B dans K.
L’application K-linéaire Derg(A)— K X K définie par d — («, B) est injective et
est un morphisme d’algébres de Lie, la structure de Lie de K X K étant définie
par [(a, B), (&', B')] = (aB’ — a’'B, 0), quel que soient les éléments «, B, o', B’
dans K. Réciproquement, une application K-linéaire d: A— A définie par
d(eg) =0 et d(e,) = aey + Pe, avec a et B donnés dans K est une dérivation de A
si et seulement si quels que soient A, u, A’, u’ dans Kona a(A'u + Au')(y —1) =0.

- Donc, si I’on se donne « non nul dans K, d est une dérivation si et seulement si
y=1. Autrement dit, le morphisme Derg(A) 3 K X K est un isomorphisme si et
seulement si y = 1. Si y # 1, I'unique solution de I’equation a(A'u + Ap') =0 est
a =0, ol Derg(A)=K.
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S. Automorphismes

Le but de ce paragraphe est d’étudier les automorphismes d’une algebre de
Bernstein sur un corps de caractéristique différente de 2.

THEOREME 5.1. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
(A, w) une K-algébre de Bernstein, e un idempotent non nul de A et A=

Ke® UV la décomposition de A relativement a cet idempotent. Une condition
nécessaire et suffisante pour que une application K-linéaire 0. A— A soit un
K-automorphisme de A est que les conditions suivantes soient vérifiées:

(i) o(e)=e +e, + €2 ol e, est un élément de U qui dépend de o;
(i) o(x)=f,(x) +2f,(x)e, pour tout x dans U ou f, est dans GLg(U);
(iii) o(x) = —2g,(x)e, + g,(x) pour tout x dans V ou g, est dans GLg(V);

(iv) 8o(xy) =fo(xX)s(y) et (fo(x)es)(fo(y)es) =0, quels que soient x et y
dans U; .

(V) fo(xy) = ga(x)ga(y) - Z(gc(x)eo)ga(y) - 2(go(y)eo)go(x) et
(go(x)es)(gs(y)es) =0, quels que soient x et 'y dans V;

(Vi) fo(xy) = fo(x)8o(y) — 4(fo(x)es)(8o(y)es) + 2(fo(x)es)8o(y) et
((fs(x)es)(8s(¥)es))es =0, pour tout x dans U et pour tout y dans V;

(vii) g,(x)e% =0 pour tout x dans V.

On sait que 'image d’un élément idempotent par un automorphisme o de A est
- encore idempotent. De plus tout élément idempotent a la forme e + x + x* avec x
dans U, donc si 'on pose x =e¢,, un élément de U qui dépend de o, on obtient
o(e)=e+e, +e2

Si x est un élément de U, on écrit o(x) = ae + u +y avec a dans K, u dans U et
y dans V, et la relation x = 2ex nous donne o(x) =20(e)o(x), soit

ae+u+y=2e+e, +e2)(ae+u+y)

d’ot @ =0 et o(x) = u + 2ue,. Si I'on pose u =f,(x), on a o(x) = f,(x) + 2f,(x)e,
et il est facile de voir que f, est dans GLk(U) pour tout ¢ dans Autg(A). De
méme, si x est dans V, on écrit o(x) = ae + u +y avec o dans K, u dans U et y
dans V et la relation ex =0 entraine

0=o(ex)=oa(e)o(x)=(e+e, +e2)(ae +u+y)
d’od o =0et o(x)=—2¢,y +y. Si'on pose y =g,(x), on a
O'(X) = -2go(x)ea + ga(x)

et il est facile de voir que g, est dans GLx(V') pour tout o dans Autg(A).
Soient maintenant x et y dans U. La relation o(xy) = o(x)o(y) nous donne

8o(xy) =fo(xX)o(y) et (fo(x)e)(fo(y)es)=0.

De méme, si x et y sont dans V, a partir de la relation o(xy) = o(x)o(y) on a

fo(xy) = ga(x)ga(y) - 2(ga(x)ea)ga(y) - Z(ga(y)eo)ga(x)
et

(8.(x)es)(ga(y)es) =0
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et, finalement, si x est dans U et y est dans V, la relation o(xy) = o(x)o(y) nous
donne

fo(xy) = f5(x)85(y) — 4(f(x)es) (8o (¥)es) + 2(fo(x)e5)80(y)

et

((fo(x)es)(go(y)es))es = 0.

Pour démontrer la derniére condition, on applique o a la relation ex =0 avec x
dans V. La réciproque se démontre, au moyen de calculs, en vérifiant que
'application K-lin€aire 0: A— A donnée par

o(ae+x+y)=ale+u+u)+f(x)—2g(y)u+2f(x)u+g(y)

avec a dans K, x dans U et y dans V et ou les conditions (i) & (vii) du théoréme
sont vérifiées pour le triplet (u,f,g) (2 la place de (e, fo, 85)), est un
automorphisme de A.

ExempLE 5.2. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
(A, w) la K-algebre de Bernstein de dimension 3 et type (2.1), A=Ke®@UDV
avec e’=e et w(e) =1, {e,} base de U sur K et {e,} base de V sur K. Supposons
que la table de multiplication de I'algébre A relativement a la base {ey, e,, e,}
avec eyg=e s'écrit e3=e,, epe; =13e;, ege, =0, e,e,=0, e3=0 et e3=ye avec
y#0dans K. Ona U?=UV =0et V2= U. Il existe alors scalaires A, u et v dans
K tels que o(e) = e + Ae,, o(e,) = ve, et a(e,) = ue,, ou o est un automorphisme
de A. Les conditions (iv), (vi) et (vii) du Théoréme 5.1 sont automatiquement
vérifiées et pour que la condition (v) soit aussi vérifiée, il faut et il suffit que
v=u> 1l est clair que u#0 et si 'on considere sur I’ensemble K* X K* la
structure de groupe définie par (A, u)(A', u')=(A+A'u% up’) pour A et A’
parcourant K* et pour u et u’ dans K*, alors I'application Autx(4) 3 K* X, 4 K*
définie par o+ (A, u) est un isomorphisme de groupes.

ExeMPLE 5.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
(A, ) une K-algebre de Bernstein de dimension 3 et type (2,1), A=Ke @ U DV
avec e’=e, w(e) =1, {e,} une base de U et {e,} une base de V sur K, la table
de multiplication de A relativement a la base {e, e,, e,} étant e’>=e¢, ee, =le,,
ee;=0, e2=0, e;e,=Pe, avec B#0 dans K et e2=0. On a ici U>=V?=0 et
UV =U. Si o est un K-automorphisme de A, on peut écrire o(e)=e + ue,,
o(e,) = Ae, et o(e;) = —2uvfe, + ve, avec A, u, v dans K et A #0. La condition
(vi) du théoréme 5.1 entraine v =1 et la condition (v) nous donne u = 0. On voit
alors facilement que toutes les conditions du théoréme 5.1 son vérifiées et on peut
écrire o(e)=e, o(e,;)=Ae, avec A dans K, A#0 et o(e,) =e,. L’application
Autg(A) 3 K* définie par o+ A est alors un isomorphisme de groupes.

ExemrLE 5.4. De méme que dans les exemples précedents, A est une algebre
de Bernstein de dimension 3 et type (2,1) mais sa table de multiplication
relativement 2 la base {e, e,, e,} s’écrit e=¢, ee, =1e,, ee,=0, e1=0, e,e,=
Be, et e3=ye, avec B et y dans K, B#0 et y#0. Si o est un K-automorphisme
de A on peut écrire o(e) =e + Ae,, o(e,) = ue, et o(e;) = —2PAve; + ve, avec A,
p, v dans K et u#0. La condition (vi) du théoréme 5.1 nous donne v =1 (il
suffit de calculer f,(e,e,) =f,(e1)g,(e2)) et la condition (v) nous fournit u=
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1- 4Aﬁ2‘y—l (ll suffit de calculer fa(eg) = go(eZ)go(eZ) - 4(ga(e2)eo)ga(e2))' On a

ainsi o(e)=e+ ey, o(e))=(1—-4AB*y"Ye, et o(e,) =—2PAe, +e,. Notons
=p% " Si o' est un autre automorphisme de A et si I'on écrit o'(e) =

e+A'e;, o'(e;)=(1—41'O)e, et a'(e;) = —2B1'e, + e, avec A’ dans K, alors

oo'(e)=e+ (A+ 1A' —4AA'Q)e,,
0a'(e;) =(1-4A0)(1 - 41'O)e,

et
o0'(e;) = —2B(A+ A" —4AL' O)e, + e,.

Soit K(©) = {A| A€ K, 1 —440 #0} et définissons sur K(©) la structure suivante
de groupe abélien: AFA'=A+A'—4AA'O pour A et A’ parcourant K(O).
Comme

1—4(AF 1) = (1 - 4A0)(1 — 41'),

il s’ensuit que AF A’ est dans K(®), quels que soient A et A’ dans K(®) et
muni de cette loi de composition K(®) est un groupe abélien. L’application
Autg(A) 3 K(®) définie par o— A est un isomorphisme de groupes et
K(®) = K*, isomorphisme de groupes (cf. 5.5).

5.5. Le groupe K(®). Plus généralement, soient K un anneau commutatif a
élément unité, © un élément de K et notons

K(©)={A| AeK,1-410 € U(K)}
ol U(K) est le groupe multiplicatif des éléments inversibles de K. La somme
AFA =A+A"—4A0'0,

pour A et A’ parcourant K(®), définit sur I'’ensemble K(®) une structure de
groupe abélien. On voit que K(0) = K*, le groupe abélien additif soujacent a K.
Par ailleurs, lapplication K(®)— U(K) définie par A—>1—4A0 est un mor-
phisme de groupes et il est injectif si I’homothétie définie par 40 dans K est
injective. De plus, si 2 et © sont inversibles dans K, le morphisme K(®) 5 U(K),
A—1—4A0 est un isomorphisme, I'isomorphisme réciproque étant défini par
K(®) =z U(K), (1/40)(1 — A) <+ A. En particulier, si K est un corps commutatif de
caractéristique différente de 2 et si @+0 est un élément de K, alors
K(®) 3 K* isomorphisme de groupes. Le groupe K(®) intervient dans la théorie
algébrique des formes quadratiques (cf. [9]).

ExempLE 5.6. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
(A, ) une K-algébre de Bernstein de dimension 3 et type (2, 1) dont la table de
multiplication relatlvement la base {e €1, €5} (cf. exemple 5.2) s’écrit e*=e,
ee;=3e,, ee,=e.e,=0, e2=ae, et e3=0, ot a#0 est dans K. Si o est un
K-automorphisme de A et si I'on pose f,(e,) = ue;, g,(e;) = ve, et e, = Ae, avec
A, 1, v dans K, le théoréme 5.1 nous permet d’écrire

o(e) =e+ Aey + A’ae,,
o(e;) = ue; +2Auae,

et
a(e;) = ve,
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et la condition (iv) du théoréme 5.1 entraine v = pu> L’application Autg(A) 3
K* X, 4 K* (=Aff(K) le groupe affine de K) définie par o~ (A, u) est un
isomorphisme de groupes. Rappelons que la structure de groupe de K* x4 K*
est donnée par (A, u)(A', u')=(A+A'y, uu'), pour (A, pu) et (A', u’) dans
K* % 4 K*.

ExempLE 5.7. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
(A, w) une K-algebre de Bernstein de dimension 3 et type (1, 2) dont la table de
multiplication relativement a la base {e, e, e,} (cf. exemple 5.2) s’écrit e’=e¢,
tous les autres produits étant nuls. On voit facilement que pour tout automor-
phisme o de A, on a

o(e)=e,
a(e;) = Ae; + Aze,
et

o(ez) = pie; + use,
avec Ay, A,, u, et u, dans K. L’application K-linéaire
Autg(A) 3K X KX K XK

définie par o> (,, A3, u;, ;) devient alors un isomorphisme de groupes si I'on
définir sur K X K X K X K la structure de groupe donnée par

(AI; A‘Z’ Uy, “2)(1;: A’é) M;» Mé)
= (MAL+ pids, AL+ pohs, Ay + papa, Aopiy + popts)
pour Ay, Ay, fhy, M2, Ay, Ay, @y €t po parcourant K.

Pour une K-algébre A, notons Ip(A) I'ensemble des éléments idempotents
de A.

THEOREME 5.8. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et (A, w) une K-algébre de Bernstein de dimension n + 1. Alors:

(i) si A est de type (n + 1, 0), il existe un isomorphisme de groupes
Autg(A) 31p(A) X GLk(U);
(ii) si A est de type (1, n), il existe un isomorphisme de groupes
Autg(A) 53 GL(V).

Notons que P'équivalent de ce théoréme, pour les dérivations, est le théoréme
3.5. Ainsi, si A est de type (n+1,0), on a V =0 et la multiplication de A est
donnée par xy = 3(w(y)x + w(x)y), quels que soient x et y dans A (cf. [13,
théoreme 9.10(2)]) donc a(e)=e+e, et o(x)=f,(x) pour tout x dans
Ker(w) (cf. théoréme 5.1). Ceci nous montre que I'application Autx(A4)3
Ip(A) X GLk(U) définie par o~ (e +e,, f,) est un isomorphisme des groupes,
la structure de groupe de Ip(A) X GLx(U) étant facile d’établir. Si A est de type
(1,n), pour tout automorphisme o de A on a o(e)=e et o(e) =YL= Ae;
(i=1,...,n), {e, ..., e,} étant une base de V sur K, ol la matrice (A;) est
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inversible et ol les A; sont dans K. L’application Autx(A)x GLx(V) définie par
o+ (A;) est alors un isomorphisme de groupes. '

6. Automorphismes en caractéristique 2

Soient K un corps commutatif de caractéristique 2, (A, w) une K-algébre de
Bernstein et A = Ke @ Ker(w) la décomposition de A relativement & un idempotent
non trivial e de A. On remarque, tout d’abord, que les seuls idempotents de A
sont Q et e. En effet, si ae +x est un idempotent de A-avec « dans K et x dans
Ker(w), la relation («we +x)*>= ae + x nous donne a =a”*et x =0 d’olt @ =0 ou
a =1 et x =0. Si, maintenant, 0: A— A est un K-automorphisme de A et si ’on
écrit o(e) = ae +x avec « dans K et x dans Ker(w), le fait que e*=e entraine
o(e)*=o(e) donc @ =0 ou @ =1 et x = 0. Mais on ne peut pas avoir & =0, car ¢
est un automorphisme de A, donc o(e) =e. Soit x dans Ker(w) et écrivons
o(x)=ae+y avec « dans K et y dans Ker(w). Or, on sait que w°o=w car
toute algébre de Bernstein admet une pondération unique (cf. [13, lemme 9.3]),
donc si I'on applique w & la relation ci-dessus on a & =0, soit o(x) = y. Ceci nous
dit que f, = a]Ke,(w), la restriction de o a Ker(w), est un endomorphisme
K-linéaire de Ker(w) vérifiant f,(xy) =f,(x)f;(y), quels que soient x et y dans
Ker(w) ce qui démontre le résultat suivant:

PropOsITION 6.1. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2, (A, w) une
K-algebre de Bernstein et A = Ke ® Ker(w) la décomposition de A rélativement a
un idempotent non trivial e de A. Une condition nécessaire et suffisante pour que
une application K-linéaire 0: A— A soit un K-automorphisme de A est que les
conditions suivantes soient vérifiées:

(i) o(e)=e;
(ii) il existe une application K-linéaire injective f,: Ker(w)— Ker(w) telle que

o(x) =f,(x) pour tout x dans Ker(w), vérifiant f,(xy) =f,(x)f,(y), quels
que soient x et y dans Ker(w) et f,(ex) = ef,(x) pour tout x dans Ker(w).

THEOREME 6.2. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2 et (A, w) une
K-algeébre de Bernstein. Il existe alors un isomorphisme de groupes Autg(A)3
GLk(Ker(w)), c’est a dire, le groupe des automorphismes de A est isomorphe au
groupe linéaire du K-espace vectoriel Ker(w).

En effet, il suffit de vérifier que I'application Autx(A)— GLk(Ker(w)) définie
par o~ f, est un morphisme de groupes et celui-ci est I'isomorphisme cherché.

7. Dérivations des algébres de Bernstein de dimension 3
en caractéristique différente de 2

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, (A, ) une
K-algebre de Bernstein de dimension 3 et A= Ke @ U © V la décomposition de
A relativement 3 un idempotent non trivial e de A. Le calcul des dérivations de A
sera fait en fonction du type de A et en utilisant la classification de ces algebres
données dans [13, tableau 9.20].
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7.1. L’algebre A est de type (1,2). D’apreés le théoréme 3.8(ii), il existe un
isomorphisme d’algebres de Lie Derg(A) = M,y(K) et il est clair que ’algébre de
Lie Derg(A) n’est pas résoluble et qu’elle n’est pas non plus semi-simple.

7.2. L’algeébre A est de type (2, 1) avec UV + V?*=0 et U>*=0. Si {e,} est une
base de U et {e,} une base de V sur K, la table de multiplication de A
relativement 2 la base {e, e, e,} s’écrit e>=e¢, ee, = 1e,, ee,=0, e2=0, e;e,=0
et e2=0. Pour toute K-dérivation d de A, il existe des scalaires a, § et y dans K
tels que d(e) = ae,, d(e;)=pPe, et d(e;) =ye,, c’est a dire, 'algébre de Lie
Derg(A) est de dimension 3 et une base est formée des dérivations d,, d, et d,
définies par di(e) =e;, di(e;) =0, di(e;) =0, d,(e) =0, dy(e,) =e;, dye;)=0,
ds(e) =0, di(e;)=0 et ds(e;)=e,. La table de multiplication de Derg(A)
relativement a la base {d,, d,, d;} s’écrit

[dy, do) = —[d,, di] = —d,,

tous les autres produits étant nuls et on a le résultat suivant: algébre de Lie
Derg(A) est de dimension 3, résoluble, non nilpotente ni semi-simple.

7.3. L’algebre A est de type (2, 1) avec UV + V?=0 et dimg(U?) =1. Si {e;}
est une base de U et {e,} une base de V sur K, la table de multiplication de A

Y

relativement a la base {e, e, e,} s’écrit e>=e, ee,=3e,, ee,=0, ei= we,,
e.e;=0 et e2=0, avec & #0 dans K. Pour toute K-dérivation d de A, on a

d(e) = A’ely

d(e,) = pe; + 2Aae,
et

d(ez) =2pe;

avec A et u dans K. L’application Derg(A) 3 K X, 4 K définie par d— (4, u) est
alors un isomorphisme d’algebres de Lie. En fait, on sait (cf. [13, tableau 9.20])
que dans ce cas, A est isomorphe a Ialgebre zygotique Z(2, 2) pour I’héritage
mendelien simple avec deux alléles et on a les isomorphismes d’algébre de Lie

Derk(G (2, 2)) 3 Derg(Z(2, 2))
(cf. [6, théoreme 3]) et
Derx(G(2,2)) 3 K X4 K

(cf. [10, théoréme 2.3]). On a ainsi: l’algébre de Lie Dery(A) est de dimension 2,
résoluble, non nilpotente ni semi-simple (cf. [11, théoréme 2.3]).

7.4. Lalgébre A est de type (2,1) avec dimg(UV +V?*) =1 et U*=0. Si
{e,} est une base de U et {e,} une base de V sur K, la table de multiplication
de A relativement a la base {e, e, e,} s’écrit e>=e¢, ee, = 1e,, ee,=0, >=0,
ee;= Pe, et e3=ye, ou B et y sont dans K non simultanément nuls. Pour
toute dérivation d de A on a

d(e) = Aey,
d(es) = pe,
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et
d(ez) = —23./381 + V82

avec A, u et v dans K. Si I’on dérive la relation €3 = ye,, on a yu = —4AB%* + 2vy
et si I'on dérive e,e, = fe,, on a vf = 0. Différents cas sont a envisager.

(i) y=0 et B#0. Dans ce cas on a A=v =0 donc d(e)=0, d(e,) = pe, et
d(e;)=0 et une base de Derg(A) est obtenu en faisant pu=1. Ainsi,
dimg(Derg(A)) =1 et Derg(A) est une algébre de Lie nilpotente mais non
semi-simple.

(ii) y#0 et B=0. Les relations ci-dessus nous donnent x =2v donc d(e) =
Aey, d(e)) =2ve, et d(e,) = ve, et une base de Derg(A) est formée par les
dérivations d, et d, vérifiant les relations d,(e)=e,, di(e;)=0, dy(e;)=0,
dy(e) =0, d,(e,) = 2e, et d,(e,) = e,. La table de multiplication de Der(A) s’écrit
[di, d2) = —[d,, di] = —2d, donc Dery(A) est une algebre résoluble, non nil-
potente ni semi-simple.

(iii) y#0 et B#0. On a ici v=0 donc yu= —4AB* et, par suite, u=
—4y~1B%A. Ceci nous montre que Derg(A) =K.

Notons A(S, ) la K-algebre définie dans ce paragraphe avec § et ¥y dans K. On
voit facilement qu’il existe un isomorphisme de K-algebres A(B, y) = A(—282 0)
avec B #0 et y #0 ou encore, les algebres A des case (i) et (iii) sont isomorphes.

7.5. L’algébre A est de type (3, 0). Dans ce cas on sait (cf. [13, tableau 9.20])
que A est isomorphe a l'algebre G(3,2) de d’héritage mendelien simple avec
deux alléles donc Derg(A) = K* X, 4 M,(K) (cf. théoreme 3.5). De plus, cette
algebre n’est pas résoluble (cf. [11, théoréme 2.3 et note 2.4]) donc elle n’est pas
non plus nilpotente. Finalement, ’algébre Dery(A) n’est pas semi-simple.
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