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Le but de cet article est de revoir les algebres de Bernstein au point de vue
structure et de decrire les derivations et automorphismes de telles algebres aussi
bien en caracteristique 2 qu'en caracteristique different de 2. Les resultats
obtenus sont consigns dans les pages qui suivent.

Ce que Ton appelle aujourd'hui les algebres de Bernstein ce sont des objets nes
des travaux de Serge Bernstein (cf. [1,2]) concernant le principe de stationarite
en Genetique. Ces travaux sont restes sans suite, pendant un demi-siecle et repris
par Yu. I. Lyubich (cf. [8]) et puis d'un point de vue algebrique par P. Holgate
en 1975 (cf. [7]). Compte tenu des ces travaux, Angelika Worz-Busekros a fait
une etude systematique des algebres de Bernstein sur un corps de caracteristique
differente de 2 (cf. [13, chapitre 9]), en y includant la classifications de ces
algebres en dimension =£3. C'est cette etude que nous reprenons ici afin d'etudier
derivations et automorphismes.

1. Preliminaires

Soient K un anneau commutatif a element unite, A une AT-algebre commuta-
tive non associative et co: A^>K une ponderation de A, i.e. un morphisme
surjectif de ^-algebres, appeie aussi poids ou fonction poids de l'algebre A. On
dira aussi que le couple (A, co) est une K-algebre ponderee. Un morphisme
d'algebres ponderees / : (A, co)^>(A', co') est un morphisme de A^-algebres
/ : A-+A' verifiant co'°f = co. Si (A, co) est une algebre ponderee, il existe un
element e dans A tel que co(e) = 1 done la decomposition en somme directe de
A"-modules A = Ke © Ker(<w). De plus, Ker(cu) est un ideal de A. Si, maintenant,
/ : (A, co) —>(A', co') est un morphisme d'algebres ponderees, la condition
co'°f = co entraine /(Ker(<w))c:Ker(tt/) done, par passage aux quotients, il
existe un isomorphisme unique de AT-algebres/: Ke^Ke' rendant commutatif le
diagramme

A -L> A'

1 / I
Ke^=^Ke'

ou les fleches verticales sont canoniques. Ainsi, dans une categorie d'algebres
ponderees, la composante Ke de ces algebres est unique, a isomorphisme pres.
Ceci est done un invariant de la categorie.
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On dira qu'une AT-algebre pondere*e (A, (o) est une algebre de Bernstein si
pour tout element x de A on a (x2)2 = a)(x)2x2. Plus generalement, soient (A, co)
une algebre pondere*e et h: A^>A une application quadratique, i.e. h(hc) =
X2h(x) pour tout A dans K et pour tout x dans A et l'application AxA^A
de"finie par

(x,y)~h(x+y)-h(x)-h(y)

est AT-bilineaire, ne'cessairement symetrique. On dira maintenant que le triplet
(A, (o, h) est une algebre de Bernstein si pour tout x dans A on a h(h(x)) =
h((o(x)x), ou encore, h(h(x)) = co(x)2h(x). La premiere d6finition donn6 ci-
dessus concerne un cas particulier d'algebres de Bernstein dans lequel
l'application quadratique h: A^>A est definie par x*-+x2. Ce papier traitera de
ce cas particulier d'algebres de Bernstein, que nous noterons, tout simplement,
{A, ©).

EXAMPLE 1.1. Soit (A, w) une algebre ponderee et soit h: A^A l'application
quadratique definie par x^xo{x)x dont l'application tf-bilineaire sym6trique
associee est

A, (x,y)>->(o(x)y + (o(y)x.

II est clair que (A, co, h) est une algebre de Bernstein car h(h(x)) = (o(x)2h(x)
pour tout x dans A.

Dans la suite de cet article, le mot algebre veut toujours dire algebre
commutative non ne*cessairement associative et de dimension finie sur un corps
commutatif donne. De plus, pour tout corps commutatif K, on notera K+ le
groupe ab61ien additif soujacent a AT et AT* le groupe ab61ien multiplicatif forme*
des e'le'ment inversibles de K et pour un AT-espace vectoriel V, notons GL*(V) le
groupe line"aire de V.

2. Structure des algebres de Bernstein

Soient K un corps commutatif et {A, CD) une algebre de Bernstein. II existe un
idempotent non nul e de A, done la decomposition en somme directe d'espaces
vectoriels A = Ke 0 Ker(co). De plus, Ke est une sous-algebre de A et Ker(eo) est
un ide"al de A. On a:

PROPOSITION 2.1. Soient K un corps commutatif infini et (A, co) une K-algebre
de Bernstein. Quels que soient x, y, z et t dans A, on a les relations suivantes:

= 4((o(xy)zt + a>(zt)xy + co(xz)yt + co(yt)xz + co(xt)yz + co(yz)xt);
(ii) 4x2(yz) + S(xy)(xz) = A(o(xz)xy + 2co(yz)x2 + 2(o(x2)yz + 4co(xy)xz;
(iii) 4{xy)2 + 2x2y2 = 4<o(xy)xy + (o(x2)y2 + co(y2)x2;
(iv) 4x2(xy) = 2co(x2)xy + 2w(xy)x2.

En effet, on sait que pour tout x dans A on a (JC2)2 = <o(x)2x2 et il suffit de
polariser cette relation.
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NOTE 2.2. La proposition ci-dessus est encore vraie si K est un anneau
commutatif et integre a element unite ayant une infinite' d'elements (cf. [4,
chapitre 4, § 2, N° 5]).

COROLLAIRE 2.3. Soient K un corps commutatif infini et (A, (o) une K-alg&bre
de Bernstein. Si la caracteristique de K est differente de 2, la relation (i) entraine les
relations (ii) et (iii) et quels que soient x, y, z, t dans A, on a:

(i)' (xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz)

= \{a>{xy)zt + w{zt)xy + co(xz)yt + co(yt)xz + co(xt)yz + co(yz)xt).

Si, de plus, la caracteristique de K est a us si differente de 3, alors la relation (i)
entraine (iv).

Le corollaire re*sulte immediatement par un choix convenable de x, y, z et t
dans (i).

On voit ainsi qu'en caracteristique differente de 2 et de 3 et pour des algebres
de Bernstein sur un corps infini, la relation (i)' suffit pour les definir. En effet, si
Ton y fait x=y =z = t, on a

(x2)2 = (o(x)2x2 pour tout x.

Soient K un corps infini de caracteristique 2, (A, co) une /C-algebre de
Bernstein, e un idempotent de A verifiant co(e) = 1 et A = Ke 0 Ker(a>) la
decomposition de A relativement a cet idempotent. La proposition 2.1 nous dit
alors que quels que soient x et y dans A on a

co(x2)y2 = a)(y2)x2

done x2 = w(x2)e pour tout x dans A. Cette relation nous sera utile, plus loin dans
le calcul des derivations en caracteristique 2.

Supposons maintenant que K soit un corps infini de caracteristique 3 et soient
(A, CD) une ^-algebre de Bernstein, e un idempotent de A verifiant w(e) = 1 et
A = Ke 0 Ker(co) la decomposition de A relativement a cet idempotent. Dans ce
cas d'apres la proposition 2.1, on a les relations:

(i)" (xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz) + w(xy)zt + w(zt)xy + co(xz)yt
+ a)(yt)xz + co(xt)yz + co(yz)xt = 0,

quels que soient x, y, z et t dans A;
(iv)" x2{xy) + (o(x2)xy + (o(xy)x2 = 0, quels que soient x et y dans A.

De plus, il est facile de voir que la condition (i)" n'entraine pas (iv)". Ainsi, en
caracteristique 3 il nous reste deux des quatre relations ecrites dans la proposition
2.1 alors que, en caracteristique 2, il nous en reste une seule.

THEOREME 2.4. Soient K un corps infini de caracteristique differente de 2,
(A, co) une K-algibre de Bernstein et e un idempotent non trivial de A. Alors,
Videal Ker(<w) de A se decompose en la somme directe de deux sous-espaces,
Ker(<») =U®V, et cette decomposition depend du choix de Vidempotent e. De
plus, on a:

(i) pour tout x dans U, ex = \x;
(ii) pour tout x dans V, ex = 0;
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(iii) quels que soient x, y et z dans U, on a Videntite de Jacobi

{xy)z + (yz)x + (zx)y = 0;

(iv) quels que soient x et y dans U et z dans V, on a

x(yz) + y(xz) = 0;

(v) quels que soient x, y et z dans Ker(w) et pour tout t dans A, on a

(vi) U2(zV, UVczU, V2cU et UV2 = 0.

En effet conside'rons l'application .K-line'aire L: Ker(w)—»Ker(«) definie par
x *-*ex. L'identite (i) de la proposition 2.1, si la caracteristique de K est differente
de 2 et 3 ou l'identite (iv) de la meme proposition, si la caracteristique de K est
6gale a 3, nous donnent e(ex) = \ex pour tout x dans Ker(w) done L°L = \L.
Ceci nous montre que, si Ton pose U = Im(L) et F = Ker(L), on a la
decomposition en somme directe de sous-espaces vectoriels Ker(a)) = U © V. Le
reste de la demonstration suit comme dans [13] (voir demonstration du theoreme
9.6). Pour ce qui est de la dependance de la decomposition de A vis-a-vis du
choix de l'idempotent e, voir [13, Lemma 9.9].

NOTE 2.5. On observe ici que quels que soient x et y dans Ker(co), on a,
d'apres l'identite (iii) de la proposition 2.1, 2(xy)2 + x2y2 = 0, a condition que la
caracteristique de K soit diff6rente de 2. Done, pour tout x dans U et pour tout y
dans V, on a (xy)2 dans V et x2y2 dans U ce qui entratne que (xy)2 = 0 et
x2y2 = 0. Ceci repond a une question posee dans [13] (voir la remarque a la fin de
la demonstration du theoreme 9.6).

NOTE 2.6. On sait que si (A, (o) est une fc-algebre de Bernstein ou K est un
corps commutatif de caracteristique differente de 2, il existe un idempotent e =£0
de A et une decomposition de A en somme directe de sous-espaces A =
Ke(BU(BV. Or, bien que U et V dependent du choix de e, la dimension de U,
et, par suite, celle de V, est independante de ce choix. Elle constitue done un
invariant de l'algebre A que nous utiliserons dans la classification des algebres de
Bernstein. A cet effet, si Ton pose r = dimK(U) et d = dim^(y), on dira que A
est une algebre de Bernstein de type (r + l,d), ou r + 1 + d = dimK(A).

3. Derivations

Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2, (̂ 4, co) une
JC-algebre de Bernstein et A = Ke © U 0 V la decomposition de A relativement a
un idempotent non trivial e de A. Notons Der^yi) le £-espace vectoriel des
^-derivations de A et EndK(A) celui des AT-endomorphismes lineaires de A. De
plus, ces deux espaces son naturellement munis d'une structure d'algebre de Lie
et DCTK(A) devient ainsi une sous-algebre de Lie de EndK(A).

THEOREME 3.1. Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2
et (A, co) une K-algtbre de Bernstein. Une condition necessaire et suffisante pour
que une application K-lineaire d: A^>A soit une K-derivation de A est que les
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conditions suivantes soient verifiees:

(i)d(e)eU;

(ii) pour tout x dans U,

ou Vapplication f: DeiK(A)->EndK(U) definie par d^fd est un mor-
phisme d'algebres de Lie;

(iii) pour tout x dans V,

d(x) = -2xd(e)+gd(x)

oil Vapplication g: DerK(A)—>EndK(V) definie par d*-^gd est un mor-
phisme d'algdbres de Lie;

(iv) gd(xy) =xfd(y) +fd(x)y, quels que soient les elements x et y dans U;
(v) fd(xy) - xgd(y) +fd(x)y + 2{xd{e))y, quels que soient x dans U ety dans V;

(vi) fd{xy) = xgd(y) + gd(x)y - 2{xd{e))y - 2x(yd(e)), quels que soient les
elements x et y dans V.

En effet, on 6crit d(e) = ae + x + y avec a dans K, x dans U et y dans V et la
relation

d(e) = d(e2) = 2ed{e) = 2ae+x

nous dit que oc = 0 et y = 0, done d(e) = x e U. D'autre part, si Ton ecrit, pour x
dans U, d{x) = ae + u+y avec oc dans K, u dans U et y dans V, on a

2ed{x) = 2oce + u

et si Ton derive la relation 2ex = x, alors

2ed{x) + 2d{e)x = d{x)

d'ou y = 2xd(e) et a = 0. Ainsi, pour tout e'le'ment x dans U, on peut e'erire

d(x)=fd(x)

ou Ton a pose" u =^(JC) et il est facile de voir que l'application / :
EndK(U) de'finie par d^>fd est un morphisme d'algdbres de Lie. De meme, pour
tout x dans V, on Scrit d(x) = ae + u+y avec a dans K, u dans U et y dans V
d'ou

2ed{x) = 2ae + u

et, d'autre part, 0 = d{ex) = d{e)x + ed{x) soit

2xd{e) + 2ae + u = 0,

ce qui nous donne a = 0 et u = -2xd(e). Si Ton pose y =gd{x), alors

d(x) = -2xd(e) + gd(x)

et on montre facilement que l'application g: DerK(A)^EndK(V) de'finie par
d*-+gd est un morphisme d'algebres de Lie. On observe ici que dire que les
applications #-line*aires

/ : D e r ^ - ^ E n d ^ f / ) et g: DerK(A)^EndK(V)
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sont des morphismes d'algebres de Lie revient a dire que quelles que soient les
derivations d et d' de A, on a f[dtir] = [fd> fd] et g K < n = [gd, gd.].

Notons que si x et y sont dans U,

2(xy)d(e)

= (fd(x) + 2xd{e))y + x(fd(y) + 2yd(e)) + 2{xy)d{e)

=fd(x)y+xfd(y),

car (xd(e))y + (d(e)y)x + (yx)d(e) = 0 (identity de Jacobi; cf. theoreme 2.4(iii)).
Si Ton prend x dans U et y dans V, on a

= d(xy)-2(xy)d(e)

= d{x)y+xd(y)-2(xy)d(e)

= (fd(x) + 2xd(e))y + x(-2yd{e) + gd(y)) - 2(xy)d(e)

car x(yd(e)) + (xy)d(e) - 0 (cf. theor^me 2.4(iv)). Finalement, quels que soient x
et y dans V, on a

fd(xy) = d(xy)-2(xy)d(e)

= d{xy)

= d(x)y+xd(y)

= (-2xd(e) + gd(x))y + x(-2yd(e) + gd(y))

= xgd(y) + gd(x)y - 2(xd(e))y - 2x(yd(e)),

car {xy)d{e) = 0 (cf. the"oreme 2.4(vi)).
R^ciproquement, soit d: A-+A une application K-lin6aire v^rifiant les condi-

tions (i) a (vi) du th^oreme. Pour x et y dans U et en utilisant I'identit6 de Jacobi
(cf. th6oreme 2.4(iii)), on a

d(xy)=gd(xy)-2(xy)d(e)

• =fd{x)y + xfd(y) + 2{xd{e))y + 2x(yd{e))

= d(x)y+xd(y).

De meme, si Ton prend x dans U et y dans V ou si x et y sont dans V, on a

Finalement, si Ton ecrit deux e"16ments quelconques x et y dans A decomposes
d'apres la decomposition de A, on voit que

d(x)y + dx(y).

COROLLAIRE 3.2. Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2
et (A, co) une K-algebre de Bernstein. Pour toute derivation d de A, on a
a>°d = 0.

Ce corollaire resulte immediatement du theoreme 3.1.
Dans le cas d'un corps de caracteristique zero, le corollaire 3.2 est vrai, plus
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ge"ne"ralement, pour des algebres uniquement ponderees (cf. [5, th^oreme 1] pour
les algebres r6elles).

Si K est un corps commutatif et si (A, co) est une algebre pondered, on dira que
(A, (o) est uniquement ponderee si (o: A-*K est l'unique ponde'ration de A et si
pour toute extension K—> L de K ou L est un corps commutatif, la L-algebre
A<&KL est aussi munie d'une ponde'ration unique. Comme le morphisme
compos6

w 0 idL: A ®L K-> K ®K L ^ L

est une ponde'ration de A 0 * L en tant que L-algebre, ne"cessairement a) 0 idL

est l'unique ponderation de la L-algebre A <8>K L.

Le fait qu'une algebre soit de Bernstein se conserve par extension du corps des
scalaires. Ceci et le lemme 9.3 cf. [13] nous montrent que toute algebre de
Bernstein est uniquement pond6ree.

THEOREME 3.3. Soient K un corps commutatif de caracteristique zero et {A, co)
une K-algebre uniquement ponderee. Pour toute derivation d de A, on a co°d = 0.

Soit d: A-+A une derivation de A et consid6rons le morphisme de .K-algebres
ot: A^A <g>*#((0) de"fini Pa r

ot(x) =x + d{x)t + ^d2(x) ' 2 + ... +—]d
n(x)tn + ...

pour tout x dans A, ou t est une indetermine'e sur K et K((t)) est le corps de
fractions de l'anneau de series formelles K[[t]] en l'indetermine'e t et a coefficients
dans K. On peut 6tendre ot: A^>A<8)KK((t)) a un .K((f))-automorphisme ^e
A((t)) = A ®KK((t))> e n posant ot(x 0 tm) = ot{x)tm pour tout x dans A et pour
tout entier m 3* 0. Or, A((t)) est une AT((f))-alg$bre ponde're'e dont l'unique
ponderation est Q = w 0 id/C((,)) et ceci nous dit alors que Q ° o, = Q. II est clair
que Q est aussi une fonction de t et si Ton derive cette derniere relation on a

dQ ^ do, dQ
dt dt dt

d'ou, en posant t = 0, w ° d = 0.
On sait de"ja que, etant donnee une ^C-algdbre A, De r^^ ) est une sous-algebre

de Lie de End^/l). La remarque suivante nous sera utile par la suite:

NOTE 3.4. Soient K un corps commutatif et A une .K-algebre. Une condition
ne"cessaire et suffisante pour que Der*^) = End^A) est que A soit une
z6ro-algebre.

Dans certains cas, les derivations des algebres de Bernstein peuvent etre
calcule"es sans aucune restriction sur la dimension de 1'algSbre.

THEOREME 3.5. Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2
et A une K-algebre de Bernstein de dimension n + 1. Alors:

(i) si A est de type (n + 1 , 0), // existe un isomorphisme d'algebres de Lie
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(ii) si A est de type (1, n), il existe un isomorphisme d'algebres de Lie
DerK(A)~Mn(K).

En effet, on sait que si A est une algSbre de Bernstein de type (n + 1, 0), alors
A est isomorphe a l'algebre gam6tique G(n +1, 2) d'une population diploide
avec n + 1 allies (cf. [13, Lemma (9.11)]) done

DCTK(A) ~ DciK(G(n + 1, 2))« Kn x,d.Mn(K)

(cf. [11, note 2.4]). On rappelle ici que la structure d'algebre de Lie de
Knxsd Mn(K) (somme semi-directe des espaces vectoriels Kn et Mn(K)) est
donn^e par

pour x et y dans Kn et a et j8 dans Mn(K), ou [a, j8] = aft - pa est le crochet
de Lie dans l'algebre de matrices Mn(K) et ou Faction de Mn{K) sur Kn est
d^finie par

xp =

si x = (*!,..., JC«) est dans Kn et j3 = (j8l7) dans Mw(^). Si A est de type (1, n),
alors £/ = 0 et, par suite, il existe un isomorphisme d'algdbres de Lie Der^A) ^

(cf. th6oreme 3.1(iii)). Or, V 6tant une ze"ro-algebre, n^cessairement
^EndfciV), isomorphisme d'algebres de Lie (cf. Note 3.4) d'ou

l'isomorphisme d'algebres de Lie DerK(A)« Mn(K).

4. Derivations en caracteristique 2

Dans tout ce paragraphe, K sera un corps commutatif de caract6ristique 2 et il
s'agira, pour nous, de determiner les derivations des algebres de Bernstein sur K.
On a ainsi la caracte"ristation suivante de telles derivations:

THEOREME 4.1. Soient K un corps commutatif de caracteristique 2, (A, co) une
algSbre de Bernstein sur K, et e un idempotent non nul de A.

Une condition necessaire et suffisante pour que une application K-lineaire
d: A—>A soit une derivation de A est que:

(i)d(e) = 0;
(ii) pour tout x dans Ker(eo),

d(x) = (w°d)(x)e+fd(x),

ou Vapplication f: DeTK(A)-*EndK(KeT(<o)) definie par d*-+fd est un
morphisme d'algebres de Lie;

(iii) quels que soient x et y dans Ker(w),

fdixy) =fd(x)y +xfd(y) + ((ood)(x)ey + (a,od)(y)ex;

(iv) pour tout x dans Ker(fo), fd(ex) =fd{x)e;
(v) pour tout x dans Ker(a>), (co°d)(ex) = (o)°d)(x);
(vi) quels que soient x et y dans Ker(co), (co °d)(xy) = 0.
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La demonstration de (i) et (ii) se fait de fac,on analogue a celle du the*oreme
3.1. Si x et y sont dans Ker(to), d'apres (ii) on a/d(xy) = d{xy) + (o(d{xy))e et il
suffit de developper cette relation, tout en se servant a nouveau de (ii). Ceci nous
fournit (iii). Les conditions (iv), (v) et (vi) en d6coulent inline" diatement.
Re"ciproquement, si les conditions (i) a (vi) sont ve'rifie'es, on commence par
montrer que d{xy) = d{x)y +xd(y), quels que soient x et y dans Ker(cw) et
comme d(e) = 0, il en resulte que d est une derivation de A.

NOTE 4.2. Les conditions (iv) et (v) du th^oreme ci-dessus peuvent etre
remplace'es par la condition (equivalente) suivante: pour tout x dans Ker(a)),
d(ex) = ed(x). En effet, pour tout x dans Ker(w), on ecrit

d(x) = ((ood)(x)e+fd(x)

d'ou

ed(x) = (a>°d)(x)e+fd(x)e

et

d(ex) = (co°d)(ex)e +fd(ex)

et ceci nous dit que la condition ci-dessus est verifiee si et seulement si on a les
conditions (iv) et (v) du theoreme 4.1.

Notons que si (A, (o) est une ^-algebre de Bernstein, ou K est un corps
commutatif de caracteristique 2, si d: A^>A est une derivation de A, ceci
n'entraine pas que (o°d = 0, comme en caracteristique differente de 2 (cf.
corollaire 3.2).

EXEMPLE 4.3. Soient done K un corps commutatif de caracteristique 2, (A, co)
la /C-algebre de Bernstein de dimension 2 dont la table de multiplication
relativement a la base {e0, e j avec e0 = e, (o{e) = 1 et {ex} base de Ker(co),
s'6crit: el = e0, eoe1 = e1 et e\ = 0. L'application ^-lineaire d: A—>A definie par
d(e0) = 0 et d{ex) = e0 est une AT-derivation de A et (o

De meme, le fait que d soit un endomorphisme ^-lm^aire d'une algebre de
Bernstein (A, a>) tel que (o°d = 0, ceci n'entraine pas que d soit une K-
de'rivation de A.

EXEMPLE 4.4. Soient K un corps commutatif de caracteristique 2, (A, <o) la
JC-algebre de Bernstein de dimension 2 definie dans l'exemple 4.3. L'application
#-lin6aire d: A^A definie par d(e0) = ex et d{e^) = 0 n'est pas une derivation de
A et a> © d = 0.

Ces considerations nous conduisent au resultat suivant, lequel nous permettra
de calculer certaines algebres de derivations:

PROPOSITION 4.5. Soient K un corps commutatif de caracteristique 2, (A, co) une
K-algebre de Bernstein et f: DerK(A)—>EndK(Ker(co)) le morphisme d?algebres
de Lie defini dans le theoreme 4.1(ii). Une condition nicessaire et sujfisante pour
que co°d = 0 pour toute derivation d de A est que le morphisme f soit injectif.
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II est clair que si d\ A^A est une derivation de A, alors (o°d = 0 si et
seulement si d\Kei{w) =fd et ceci entraine que/ : Der/f(i4)->End^(Ker(<w)) est un
morphisme injectif d'algebres de Lie. Reriproquement, si / : D e r * ^ ) - *
Endx(Ker(ft))) est un morphisme injectif d'algebres de Lie, on peut identifier d a
son image par / dans EndAr(Ker(w)) et ceci pour toute derivation d de A.
Liquation d=fd entraine alors, compte tenu de theoreme 4.1(ii), que
(o)°d)(x) = 0 pour tout x dans Ker(o>) et comme d(e) = 0 (cf. th6oreme 4.1(i)),
alors co °d = 0 pour toute derivation d de A.

PROPOSITION 4.6. Soient K un corps commutatif de caracteristique 2 et (A, (o)
une K-algebre de Bernstein. Si le morphisme d'algebres de Lie

f: DerK(A)-+EndK(KeT(co))

est injectif et si les applications K-lineaires

diji Ker(co)-»Ker(w) (i, j = 1,..., n)

definies par dij(ek) = Sikej (i,j,k = l,...,n), ou {elt...fen} est une base de
Ker(cy) sur K, se prolongent en derivations de A, alors (rf,y)i«l>;^n est une base de
DerK(A) et il existe un isomorphisme d'algebres de Lie

/ : DerK

donne par d^e^ (i, j = 1,..., n), ou ( e y ) ^ ^ ^ est la base canonique de I'algebre
des matrices Mn(K).

En effet, dire que les dtj se prolongent en derivations de A c'est dire que
dij(e) = 0 pour i, j = 1,..., n, ou e est un idempotent de A verifiant co(e) = 1. Si,
maintenant, d est une derivation de A et si Ton ecrit d{ek) = £"=i akjej
(k = 1,..., n), ou les ockj sont dans K, alors d = £"=i EyLi ac^dy et il est clair,
d'autre part, que les dti sont #-lineairement independants. Pour montrer,
finalement, que / est un morphisme d'algebres de Lie, il suffit de l'appliquer a la
relation

[dij, dkl] = 5udkj - Skjdu (i, j , k, I = 1, ..., n).

EXEMPLE 4.7. Soient K un corps commutatif de caracteristique 2, (A, <o) une
.K-algebre de Bernstein de dimension 2, e un idempotent non trivial de A, {ex}
une base de Ker(co) et considerons la table de multiplication de A relativement a
la base {e0, ex) avec eQ = e, e\ = eQ, eoel = e1eo = ye1 et e? = 0. Pour toute
derivation d de A, on a d(e0) = 0 et d(ex) = ae0 + f$ex avec a et p dans K.
L'application £-lineaire DerK(A)^>Kx K definie par d^(a, p) est injective et
est un morphisme d'algebres de Lie, la structure de Lie de K x K etant definie
par [(a, jS), (or', p')) = (ap' - a'p, 0), quel que soient les elements a, p, a', P'
dans K. Reciproquement, une application K-hniaire d: A—>A definie par
d(e0) = 0 et d{ey) = ae0 + Pex avec a et P donnes dans K est une derivation de A
si et seulement si quels que soient A, ju, A', n' dans K on a ar(A'ju + A/*')(y — 1) = 0.
Done, si Ton se donne a non nul dans K, d est une derivation si et seulement si
Y = 1. Autrement dit, le morphisme Der^/l) ^K X K est un isomorphisme si et
seulement si y = 1. Si y # 1, l'unique solution de l'equation or(A'ju + A/x') = 0 est
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5. Automorphismes

Le but de ce paragraphe est d'6tudier les automorphismes d'une algebre de
Bernstein sur un corps de caracteristique diffe*rente de 2.

THEOREME 5.1. Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2,
(A, OD) une K-algebre de Bernstein, e un idempotent non nul de A et A =
Ket&UQV la decomposition de A relativement a cet idempotent. Une condition
necessaire et suffisante pour que une application K-lineaire o: A-+A soit un
K-automorphisme de A est que les conditions suivantes soient verifiees:

(i) o(e) = e + ea + e\ ou ea est un element de U qui depend de o;
(ii) o(x) =fa(x) + 2fa(x)ea pour tout x dans U ou fa est dans GLK(U);
(iii) o(x) = — 2ga(x)ea + ga(x) pour tout x dans V ou ga est dans G L K ( V ) ;

(iv) ga(xy)=fo(x)fa(y) et (fa(x)ea)(fa(y)ea) = 0, quels que soient x et y
dans U;

(v) fo(xy)=8o(x)go(y) ~ 2(ga(x)ea)ga(y) - 2(ga(y)ea)go(x) et
(go(x)ea)(ga(y)ea) = 0, quels que soient x et y dans V;

(vi) fo(xy) =fa(x)go(y) ~ 4(fo(x)ea)(ga(y)ea) + 2(fa(x)ea)ga(y) et
{{fa{x)ea){ga{y)eo))ea = 0, pour tout x dans U et pour tout y dans V;

(vii) ga(x)e2
a = 0 pour tout x dans V.

On sait que l'image d'un element idempotent par un automorphisme o de A est
encore idempotent. De plus tout 616ment idempotent a la forme e+x+x2 avec x
dans U, done si Ton pose x = ea, un element de U qui depend de o, on obtient
o(e) = e + ea + e2

a.
Si x est un element de U, on 6crit o(x) = ae + u+y avec a dans K, u dans U et

y dans V, et la relation x = 2ex nous donne o(x) = 2o{e)o(x), soit

ae + u + y = 2(e + ea + e2^){pce + u + y)

d'ou a = 0 et o(x) = u + 2uea. Si Ton pose u =fa(x), on a o(x) =fa(x) + 2fa{x)ea

et il est facile de voir que fa est dans GLK(U) pour tout o dans AntK{A). De
meme, si x est dans V, on e"crit o{x) = ae + u+y avec a dans K, u dans U et y
dans V et la relation ex = 0 entraine

0 = o(ex) = o(e)o(x) = (e + ea + e2^){ae + u + y)

d'ou a = 0 et o(x) - -2eay +y. Si Ton pose y =ga(x), on a

o(x) = -2ga{x)ea + ga(x)

et il est facile de voir que ga est dans GL^(V) pour tout o dans AutK(A).
Soient maintenant x et y dans U. La relation o(xy) = o{x)o{y) nous donne

go{xy)=fa{x)fo{y) et (fa(x)ea)(fa(y)eo) = 0.

De meme, si x et y sont dans V, a partir de la relation o{xy) = o(x)o(y) on a

fo(xy) = ga(x)ga(y) - 2(ga(x)ea)ga(y) - 2(ga(y)ea)ga(x)

et

(ga(x)ea)(ga(y)ea) = 0



62 M. T. ALCALDE, C. BURGUENO, A. LABRA, ET A. MICALI

et, finalement, si x est dans U et y est dans V, la relation o{xy) = o(x)o(y) nous
donne

fo(xy) =fo(x)go(y) ~ *{fo{x)ea){ga{y)eo) + 2(fa(x)ea)ga(y)

et

((fa(x)ea)(ga(y)ea))ea = O.

Pour de"montrer la derniere condition, on applique a a la relation ex = 0 avec x
dans V. La re*ciproque se d6montre, au moyen de calculs, en ve"rifiant que
l'application tf-line'aire o: A^>A donn6e par

o(ae + x + y) = a(e + u + u2) +f(x) - 2g(y)u + 2f(x)u + g(y)

avec a dans K, x dans U et y dans V et ou les conditions (i) a (vii) du the"oreme
sont ve'rifie'es pour le triplet (w, /, g) (a la place de (ea, fo, ga)), est un
automorphisme de A.

EXEMPLE 5.2. Soient K un corps commutatif de caracteristique diffe*rente de 2,
(A, (o) la #-algebre de Bernstein de dimension 3 et type (2.1), A = Ke 0 U(B V
avec e2 = e et co(e) = 1, {e j base de U sur K et {e2} base de V sur K. Supposons
que la table de multiplication de l'algebre A relativement a la base {e0, elf e2}
avec eo = e s'6crit el = e0, e§ex = \ex, e0e2 = 0, 6^2 = 0, e\ = 0 et e\=ye avec
y ̂  0 dans K. On a U2= UV = 0 et V2 = U. II existe alors scalaires A, \i et v dans
^ tels que cr(e) = £ 4- Xet, o{e^) = vea et o(e2) = A*̂2» ou o est un automorphisme
de A. Les conditions (iv), (vi) et (vii) du Theoreme 5.1 sont automatiquement
ve'rifie'es et pour que la condition (v) soit aussi ve'rifie'e, il faut et il suffit que
v = /i2. II est clair que ii =£ 0 et si Ton considere sur l'ensemble K+ x K* la
structure de groupe d6finie par (A, ju)(A', JU') = (A + A > 2 , jUjt*') pour A et A'
parcourant K+ et pour fj, et /i' dans ^*, alors l'application Aut/r(A) 25 K+ x s d A"*
d^finie par o»-»(A, JU) est un isomorphisme de groupes.

EXEMPLE 5.3. Soient K un corps commutatif de caracteristique diHe"rente de 2,
{A, (o) une A -̂algebre de Bernstein de dimension 3 et type (2,1), A = Ke © U ® V
avec e2 = e, oo(e) = 1, {ej} une base de U et {e2} une base de V sur K, la table
de multiplication de A relativement a la base {e, elf e2} 6tant e2 = e, eex = \ev,
ee2 = 0, e\ = 0, exe2 = per avec j8 =̂  0 dans K et e\ = 0. On a ici £/2 = V2 = 0 et
UV = U. Si a est un .K-automorphisme de A, on peut e'crire o{e) = e + pex,
o{e^) = Xex et o{e2) = —2[iv$ex + ve2 avec A, //, v dans K et A =£0. La condition
(vi) du th6oreme 5.1 entraine v = 1 et la condition (v) nous donne fj, = 0. On voit
alors facilement que toutes les conditions du the'oreme 5.1 son ve'rifie'es et on peut
e'crire o(e) = e, o{ex) = kex avec A dans K, A =£ 0 et o(e2) = e2. L'application

K* d6finie par CTI-» A est alors un isomorphisme de groupes.

EXEMPLE 5.4. De meme que dans les exemples pr6cedents, A est une algebre
de Bernstein de dimension 3 et type (2,1) mais sa table de multiplication
relativement a la base {e, ex, e2) s'e"crit e2 = e, eex = 2ex, ee2 = 0, e2 = 0, exe2 =
fiex et e\ — yex avec /? et y dans K, (3 =£ 0 et y # 0. Si 0 est un ^-automorphisme
de A on peut e'crire o{e) = e + Xex, o{ex) = \iex et o(e2) = -2(5kvex + ve2 avec A,
jU, v dans K et ^=£0. La condition (vi) du th6oreme 5.1 nous donne v = 1 (il
suffit de calculer fa(exe2)=fa(ei)ga(e2)) et la condition (v) nous fournit fi =
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1 - 4 A 0 V 1 (il suffit de ca\c\i\erfM) = go(e2)ga(e2)-4(ga(e2)ea)ga(e2)). On a
ainsi o(e) = e + Xex, o(ex) = (1 - 4A/J2y l)ex et a(e2) = -2f$kex + e2. Notons
0 = fS2y~Y. Si o' est un autre automorphisme de A et si l'on ecrit cr'(e) =
e + X'ex, o'{ex) = (1 - 4A'0)e! et a'(e2) = -2flk'ex + e2 avec A' dans #, alors

aa'(e) = e + (A + A' - 4AA'0)e!,

CTCTVX) = (1 - 4A0)(1 - 4A'0)e1

et
aa'(e2) = -2/3(A + A' - 4AA'0)e! + e2.

Soit £ ( 0 ) = {A| A e K, 1 - 4A0 * 0} et de"finissons sur K(@) la structure suivante
de groupe ab^lien: A + A'= A +A'— 4AA'0 pour A et A' parcourant K(Q).
Comme

1 - 4(A + A')0 = (1 - 4A0)(1 - 4A'0),

il s'ensuit que A + A' est dans K(S), quels que soient A et A' dans K(@) et
muni de cette loi de composition # ( 0 ) e s t u n groupe abelien. L'application
A\itK(A)z$.K(Q) de"finie par a*-*A est un isomorphisme de groupes et

K*, isomorphisme de groupes (cf. 5.5).

5.5. Le groupe K(Q). Plus ge"neralement, soient K un anneau commutatif a
e" lament unit6, 0 un element de K et notons

K(B) = {A| A e K, 1 - 4A0 e U(K)}

ou U(K) est le groupe multiplicatif des Elements inversibles de K. La somme

A + A' = A + A'-4AA'0,

pour A et A' parcourant K{Q), dSfinit sur l'ensemble K(Q) une structure de
groupe ab61ien. On voit que #(0) = K+> ̂ e groupe ab61ien additif soujacent a K.
Par ailleurs, l'application K{&)—*U(K) definie par A"-»l — 4A0 est un mor-
phisme de groupes et il est injectif si l'homothe'tie d£finie par 40 dans K est
injective. De plus, si 2 et 0 sont inversibles dans K, le morphisme K{&) ^ U(K),
A»->1 —4A0 est un isomorphisme, 1'isomorphisme re"ciproque etant d^fini par
^ ( 0 ) Z- U(K), (1/40)(1 - A) 4-t A. En particulier, si K est un corps commutatif de
caracteristique differente de 2 et si 0=£O est un Element de K, alors
K(B)2$K* isomorphisme de groupes. Le groupe £ ( 0 ) intervient dans la th6orie
alg^brique des formes quadratiques (cf. [9]).

EXEMPLE 5.6. Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2,
(A, (o) une ^-algebre de Bernstein de dimension 3 et type (2,1) dont la table de
multiplication relativement a la base {e,ex,e2} (cf. exemple 5.2) s'e"crit e2 = e,
eex - \eX) ee2 = exe2 = 0, e\= ae2 et e\ = 0, ou a ± 0 est dans K. Si o est un
AT-automorphisme de A et si Ton pose fa(ex) = \ieX) ga(e2) = ve2 et ea = kex avec
A, fi, v dans K, le th6oreme 5.1 nous permet d'ecrire

o(e) = e + kex + k2ae2,

o(ex) = fiex

et
o(e2) = ve2
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et la condition (iv) du theoreme 5.1 entraine v = ju2. L'application AutK(A)^.
K+xs.a.K* (=Aff(/C) le groupe affine de K) de"finie par o^(k, p) est un
isomorphisme de groupes. Rappelons que la structure de groupe de K+ xs.d.K*
est donne"e par (A, jt)(A',//') = (A +A'/*,/x^'), pour (A, ju) et (A', pi') dans
/C Xs j J\ .

EXEMPLE 5.7. Soient K un corps commutatif de caracte*ristique dififerente de 2,
(A, co) une ^-algebre de Bernstein de dimension 3 et type (1,2) dont la table de
multiplication relativement a la base {e, ex, e2] (cf. exemple 5.2) s'e"crit e2 = e,
tous les autres produits e*tant nuls. On voit facilement que pour tout automor-
phisme o de A, on a

o(e) = e,
A2e2

et

o(e2) = faex

avec A1} A2, fa et \i2 dans K. L'application /C-lin6aire

d^finie par a»->(A1, A2, fa, fa) devient alors un isomorphisme de groupes si Ton
d6finir sur K x K x K x K la structure de groupe donne"e par

(Ai, A2, fa, fa){k[, A2, fa, fi2)

= (A,A| + fak2, A2A; + iU2A2, A,JU1 + fan2, X2fi[ + fafi2)

pour Aj, A2, fa, fa, Aj, A2, fj.[ et /z2 parcourant K.

Pour une A^-algebre A, notons IpC<4) l'ensemble des elements idempotents
d e A

THEOREME 5.8. Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2
et (A, co) une K-algebre de Bernstein de dimension n + 1. Alors:

(i) JI A est de type (n + 1, 0), il existe un isomorphisme de groupes

(ii) si A est de type (1, n), il existe un isomorphisme de groupes

Notons que l'6quivalent de ce the"oreme, pour les derivations, est le the"oreme
3.5. Ainsi, si A est de type (n + 1,0), on a 7 = 0 et la multiplication de A est
donne"e par xy = 2((o(y)x + a>(x)y), quels que soient x et y dans A (cf. [13,
theoreme 9.10(2)]) done a(e) = e + ea et o(x)=fa(x) pour tout x dans
Ker(cu) (cf. theoreme 5.1). Ceci nous montre que l'application A u t ^ ^ ) ^
lp(A) x GLK(U) definie par a»-»(e + ea, fa) est un isomorphisme des groupes,
la structure de groupe de IpC<4) x GLK(U) e"tant facile d'etablir. Si A est de type
(1,/t), pour tout automorphisme o de A on a o(e) = e et a(e,) = E"=i A,yey

(i = l,..., n), {e^,..., en} 6tant une base de V sur K, ou la matrice (A,y) est
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inversible et ou les A,y sont dans K. L'application A\xiK{A) ^ GLK{V) d6finie par
a>~KAi/) est alors un isomorphisme de groupes.

6. Automorphismes en caracteristique 2

Soient K un corps commutatif de caracte"ristique 2, (A, w) une JC-algebre de
Bernstein et A = Ke 0 Ker(a>) la decomposition de A relativement a un idempotent
non trivial e de A. On remarque, tout d'abord, que les seuls idempotents de A
sont 0 et e. En effet, si oce +x est un idempotent de A avec a dans K et x dans
Ker(ci>), la relation (are + xf = oce + x nous donne or = a2 et * = 0 d'ou a = 0 ou
or = 1 et * = 0. Si, maintenant, a: A—>A est un £-automorphisme de A et si Ton
6crit o(e) = ae +x avec a- dans K et * dans Ker(a>), le fait que e2 = e entraine
o(e)2 = o{e) done a = 0 ou a = 1 et x = 0. Mais on ne peut pas avoir or = 0, car o
est un automorphisme de A, done a(e) = e. Soit * dans Ker(w) et 6crivons
o(x) = ae+y avec a dans £ et y dans Ker(a>). Or, on sait que (o°o = (o car
toute algebre de Bernstein admet une ponde"ration unique (cf. [13, lemme 9.3]),
done si Ton applique w a la relation ci-dessus on a a = 0, soit o(x) = y. Ceci nous
dit qut fa = a|Ker(a,), la restriction de a a Ker(w), est un endomorphisme
^-Iin6aire de Ker(eu) v^rifiant fa(xy) =fa(x)fa(y), quels que soient x et y dans
Ker(ft)) ce qui demontre le re"sultat suivant:

PROPOSITION 6.1. Soient K un corps commutatif de caracteristique 2, (A, co) une
K-algebre de Bernstein et A = Ke(& Ker(cu) la decomposition de A relativement a
un idempotent non trivial e de A. Une condition necessaire et sujfisante pour que
une application K-liniaire o: A^A soit un K-automorphisme de A est que les
conditions suivantes soient verifiees:

(i) o(e) = e;
(ii) il existe une application K-lineaire infective fa: Ker(w)->Ker(w) telle que

a(x)=fo(x) pour tout x dans Ker(co), verifiant fa(xy)=fa(x)fa(y), quels
que soient x et y dans Ker(co) et fa(ex) = efo(x) pour tout x dans Ker(co).

THEOREME 6.2. Soient K un corps commutatif de caracteristique let {A, (o) une
K-alg$bre de Bernstein. II existe alors un isomorphisme de groupes AutK(A) q>
GL/c(Ker(ct;)), e'est a dire, le groupe des automorphismes de A est isomorphe au
groupe lineaire du K-espace vectoriel Ker(w).

En effet, il suffit de verifier que l'application AutAr(y4)-»GL/f(Ker(w)) d6finie
par o*-^fa est un morphisme de groupes et celui-ci est 1'isomorphisme cherche".

7. Derivations des algebres de Bernstein de dimension 3
en caracteristique differente de 2

Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2, (A, co) une
JC-algebre de Bernstein de dimension 3 et A = Ke 0 U 0 V la decomposition de
A relativement a un idempotent non trivial e de A. Le calcul des derivations de A
sera fait en fonction du type de A et en utilisant la classification de ces algebres
donn6es dans [13, tableau 9.20].
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7.1. Ualgebre A est de type (1, 2). D'apres le th^oreme 3.8(ii), il existe un
isomorphisme d'algebres de Lie DerK(A) ^ M2(K) et il est clair que Valgebre de
Lie Y)&iK(A) ri'est pas resoluble et qu'elle n 'est pas non plus semi-simple.

7.2. Ualgebre A est de type (2, 1) avec UV + V2 = 0 et U2 = 0. Si {ex} est une
base de U et {e2} une base de V sur K, la table de multiplication de A
relativement a la base {e, ex, e2} s'e'crit e2 = e, eex = 2ex, ee2 = 0, el = 0, exe2 = 0
et e\ = 0. Pour toute ^-derivation d de A, il existe des scalaires a, j8 et y dans K
tels que d(e) = ae1} d(e1) = $ex et d(e2) = ye2, c'est a dire, l'algebre de Lie
Der^^ ) est de dimension 3 et une base est form6e des derivations dx, d2 et d3

de*finies par d1(e) = e1, d1(e1) = 0, d1(e2) = 0, d2(e)-0, d2(e1) = e1) d2(e2) = 0,
d3(e) = 0, d3(ei) = 0 et d3(e2) = e2. La table de multiplication de
relativement a la base {dlf d2, d3} s'ecrit

tous les autres produits etant nuls et on a le resultat suivant: Valgebre de Lie
est de dimension 3, resoluble, non nilpotente ni semi-simple.

7.3. Ualgebre A est de type (2, 1) avec UV + V2 = 0 et 6\mK{U2) = 1. Si {ex}
est une base de U et {e2} une base de V sur K, la table de multiplication de A
relativement a la base {e)e1,e2} s'e'crit e2 = e, eel = 2ex, ee2 = Q, e\ = <xe2)

= d et e\ = 0, avec a =£ 0 dans K. Pour toute .K-derivation d de A, on a

d(e) = Xex,
d(ex) = \iex + 2X(xe2

et

d{e2) =

avec A et ju dans K. L'application DerK(A)2>Kxsd K definie par d>-+(k, ju) est
alors un isomorphisme d'algebres de Lie. En fait, on sait (cf. [13, tableau 9.20])
que dans ce cas, A est isomorphe a l'algebre zygotique Z(2, 2) pour l'he'ritage
mendelien simple avec deux allies et on a les isomorphismes d'algebre de Lie

(cf. [6, the"oreme 3]) et

(cf. [10, the"oreme 2.3]). On a ainsi: Valgebre de Lie DzxK(A) est de dimension 2,
resoluble, non nilpotente ni semi-simple (cf. [11, theoreme 2.3]).

7.4. Ualgebre A est de type (2,1) avec dimK(UV + V2) = 1 et U2 = 0. Si
{ex} est une base de U et {e2} une base de V sur K, la table de multiplication
de A relativement a la base {e,ex,e2} s'ecrit e2 = e, eex = \ex, ee2 = 0, e2 = 0,
exe2 = (3ex et e\—yex ou j3 et y sont dans K non simultanement nuls. Pour
toute derivation d de A on a

d{ex) =
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et

d(e2) = —2k fie i + ve2

avec A, /z et v dans £. Si Ton derive la relation el = yex, on a y/j,= -4A/J2 + 2vy
et si Ton derive exe2 = pex, on a v/J = 0. Differents cas sont a envisager.

(i) y = 0 et j8 =£ 0. Dans ce cas on a A = v = 0 done d(e) = 0, d(ex) = \iex et
d(e2) = 0 et une base de DeiK(A) est obtenu en faisant /i = 1. Ainsi,
dimK(DerK(A)) = 1 et DerK(A) est une algebre de Lie nilpotente mais non
semi-simple.

(ii) y =£ 0 ef )3 = 0. Les relations ci-dessus nous donnent fi = 2v done d(e) =
kex, d(ex) = 2vex et d(e2) = ve2 et une base de Der^yl) est forme'e par les
derivations dx et d2 verifiant les relations dx(e) = ex, dx(ex) = 0, dx(e2) = 0,
d2(e) = 0, d2{ex) = 2ex et d2{e2) = e2. La table de multiplication de Der^^ ) s'^crit
[dx, d2] = —[d2, dx] = —2dx done Der^^ ) est une algebre resoluble, non nil-
potente ni semi-simple.

(Hi) y^O et /?=£(). On a ici v = 0 done y\i = -4A02 et, par suite, ju =
-4y~I/S2A. Ceci nous montre que DerK(A) — K.

Notons A(P, y) la A>algebre d6finie dans ce paragraphe avec /? et y dans #. On
voit facilement qu'il existe un isomorphisme de ^-algebres A{fi, y) xA(—2{}2, 0)
avec j8 =̂=0 et y ̂ =0 ou encore, les algebres A des case (i) et (iii) sont isomorphes.

7.5. Ualgebre A est de type (3, 0). Dans ce cas on sait (cf. [13, tableau 9.20])
que A est isomorphe a l'algebre G(3, 2) de d'heritage mendelien simple avec
deux alleges done Der^^ ) = ̂ 2 x s d M2(AT) (cf. theoreme 3.5). De plus, cette
algebre n'est pas resoluble (cf. [11, theoreme 2.3 et note 2.4]) done elle n'est pas
non plus nilpotente. Finalement, Valgebre T)txK{A) n'est pas semi-simple.
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