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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 26(12), 4149-4157 (1998)

Dérivations de Peirce et structure d’algébre

Cristian Mallol’
Departamento de Matematica y Estadistica
Universidad de La Frontera
Casilla 54-D, Temuco Chile
cmallol@werken.ufro.cl

Dans ce travail nous analysons la structure d’une algébre, sous la condition d’existence
d’un espace, suffisamment grand, de dérivations qui inversent la décomposition de Peirce.

1. INTRODUCTION

Dans (1] et [2] nous avons étudié, sous certaines conditions, la structure des
automorphismes et des dérivations d’une algébre de Bernstein en utilisant des
applications issues et/ou inspirées des décompositions de Peirce. Aprés, en
regardant sous la méme optique d’autres types d’algebres, nous avons trouvé des
comportements structurels d’un parallélisme et d’une similitude treés grande (voir
Blet[7]).

Grosso modo, les résultats obtenus peuvent se “résumer” par le fait que
I’ensemble P des transformations de Peirce est un sous-groupe invariant de
Aut(A), 'ensemble DP des dérivations de Peirce est un idéal de Der(A). De
plus, Aut(A) = PxF (produit semi-direct) et Der(A) = A@®DP, ou F est le groupe
des automorphismes qui fixent I'idempotent e (qui engendre la décomposition
de Peirce Ke®UDV) et A est I’ensembie des dérivations qui 1’annulent.

Cette frappante régularité nous a amené a étudier le probléme “a I’envers”,
¢’est-a-dire, a voir quel phenomeéne de structure produisait de tels résultats. Nous
verrons par la suite que ceci vient du fait d’imposer certaines conditions sur les
dérivations d’une algébre.

* Subventionné par Fondecyt 1950778, 1970890 et Diufro 9516.
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2. PRELIMINAIRES

Soient K un corps de caractéristique nulle, A une K-algébre commutative,
eclp(A) un idempotent non nul, L: A - A le produit par ¢ et deDer(A) une
dérivation. On rappelle que:

2.1. Proposition. Si dfe) = 0, les sous-espaces propres associés a I, sont
stables par d.

Démonstration. Si ex =ux avec uek, on a: d(ex)=ed(x)+d(e)x=ed(x)=pd(x).

Si d(e) # 0, du fait que d(e) = d(e®) = 2ed(e) il en résulte que % est dans le
spectre de L. Si de plus, d(e)* et d*(e) sont liés linéairement de maniére non
triviale, L. peut admettre plusieures valeurs propres. Plus précisement on a:

2.2. Proposition. Si dfe)™ =0 pour un entier m > 1 el si dfe)’ = Ad’(e), alors |,
admet au moins m valeurs propres.

Démonstration. Par récurrence on montre que (n-1)!d(e)" = A"'d"(e), puis que
ed"(e) = pad"(e) ot po =" et o = My - A/p; comme A # 0 onap, # .

3. LES DERIVATIONS DE PEIRCE

Maintenant, nous allons nous situer dans le contexte des résultats développés
dans [1}], [3] et [7]. Nous nous intéressons donc, aux algeébres ayant une
décomposition de Peirce A = Ke®U®V, ou U et V sont les sous-espaces
propres liés aux valeurs '; et y (bien entendu, y # '42). Soit deDer(A): si d(e) =0,
la proposition 2.1 nous dit que d(U)cU et d(V)cV. Si on se place dans les
conditions de la proposition 2.2, il s’ensuit que d(e)eU, d*e)eV et d’(e) = 0.
Ces considérations nous ménent a définir les ensembles:

A= {8eDer(4) / &e) = 0}, DP = {8eDer(4) / JU)cV, AV)c U}

3.1. Proposition.
a) Aet DP sont des sous-espaces vectoriels vérifiant ANDP = {0}.
b) L'application @ : DP — U, & —» Je), est un monomorphisme.

Démonstration. La structure d’espace vectoriel de A et DP est immédiate. Puis,
si de AnDP, des définitions de A et DP il résulte que d(e) = 0, d(U) c UnV et
d(V) c UnV, d’ou I’énoncé. Quant a (b), vu (a), il est clair que Ker(D) = {0}.

On appelle DP 1’espace des dérivations de Peirce (ceci va se justifier plus
loin). Pour étre totalement dans I’esprit de [1], [3] et {7], nous allons proposer:
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3.2. Conditions.
a) L'espace DP est suffisamment grand: plus précisement, on impose que
l'application @ : DP — U soit un isomorphisme.
b) Le crochet de Lie est nul sur DP, c¢'est-a-dire, [DP,DP] = {0}.
La condition 3.2.(a) permet de paramétrer ’espace DP de la fagon suivante:
DP = {3,/ 6eU} avec &'(6) = d,.

3.3. Proposition. Sous la condition 3.2.(a), Der(A) = A@BDP. Si de plus on
ajoute 3.2.(b), alors DP est un idéal abélien de Der(A) et A = Der(A)/DP.

Démonstration. Soit deDer(A); comme d(e) = d(¢?) = 2ed(e) alors d(e)eU; il
s’ensuit que d - 4. €A, d’ou la premiére affirmation. Quant a la seconde, fort
des hypothéses Der(A) = A@DP et [DP,DP] = {0}, il suffit de regarder [A,DP]:
sl 8€A et 8,€DP, on a (8:05)(e) = 8(0), (8:0,)(U) = (BN UNH(V)CV et
(305)(V) = 8((0)(V))=HU)cU; de la méme fagon, (3+d)(e) = 0, (O-OXU)cV
et (0~8)V) c U; tout ceci prouve que 8:9; - 950 = [6,0,] = Oxop d'ol
{A,DP]cDP. Enfin, I’affirmation A = Der(A)/DP découle des deux premiéres.

4. SUR LA STRUCTURE DE L’ALGEBRE

Dorénavant nous adoptons les conditions énoncées dans 3.2.

Dans ce qui suit, nous verrons comment [’existence de cet idéal DP “assez
grand” détermine en grande partie le comportement multiplicatif de [’algébre.
On pose: a = (I-2y™. Nous avons:

4.1. Proposition. Soit &,eDP. Alors, O(Ae+u+v) = Ao +2aou -2aov.

Démonstration. On sait que 95(e) = o; pour le reste, il suffit d’appliquer la
dérivation 3, sur les identités 2eu =u et ev = yv.

4.2. Corollaire. On a: UPcV, UV U.
Démonstration. La proposition précédente nous dit que d,(u) = 2a0u et J,(v)
= 2a0v. Or comme o # 0, par la définition de DP on déduit que cueV et

oveU; puis, en tenant compte de 3.2.(a), ceci est verifié pour tout ceU. Il en
découle que U*c V, UV c U.

4.3. Proposition. Pour tout cuel et veV, ou’ = 0 et (ow)v = 2a(uv).

Démonstration. Comme u’e V, en calculant 9,(u®) = 2udy(u) on obtient ou’ =
-2u(ou); puis, de [, ,05}(w) =0 sort ou’= u(ou), d’ott ou’ = 0. Puis, comme
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uveU, de d5(uv) = d4(u)v+uds(v) sort (cu)v = a(uv)+u(ov) et de {8,.05)(v) =0
découle o(uv) = u(ov), d’otl (cu)v = 2c(uv).

4.4, Corollaire. U’V = U(UV) c Vet 1P = (U?)* = {0).

Démonstration. La premiére affirmation sort de (cu)v = 2o(uv) et du fait que
UV cUet U?c V. Que U® = {0} s’établit directemet par ou” = 0. La derniére
affirmation en découle en faisant (U%)* = U?U% c U(UU?) = UU’ = {0}.

5. LES TRANSFORMATIONS DE PEIRCE

Par la suite, via les dérivations de Peirce, nous allons introduire les
tranformations de Peirce, morphismes qui classiquement servent 3 établir le
dictionnaire de passage entre les décompositions associées a deux idempotents
(voir [2] et [3]).

On rappelle que pour une application d, s’il ne se pose pas de problémes de
convergence, I’exponentielle est donnée par: exp(d) =% d°! .

5.1. Proposition. Soient h, k deux entiers, h+k>2. Pour tout &,, G,eDP et
xyed, ona: 3F8F =0 et 3K = 0.

Démonstration. Montrons d’abord que pour tout €U, on a 85> = 0. En effet,
d(e) = - 406>, 8,>(u) = - 8c’o(o(ou)) et 8. (v) = 8c’c(o(ov)); or, toutes ces
expressions sont nulles du fait que U? = {0} et UVCU. 1l reste a tester les
expresions du type 35" - do" et 66“(x)69"(y) avec h, k < 3. Par exemple, 0o06(€) =
- 402007, 350p°(u) = - 80 °G(B(OU)) et FpeBp (V) = 8a’(B(OV)), donc B3> = 0
(car UVcU et U = {0}) et, a fortiom, 0.%0,2 = 0. Enfin, pour tout TeU, on a
Im(3,)cUSU? et comme 8:(e) = 2a7?, .2(u) = 0 et (V) = - 407(1v), il en
résulte Im(8;%) = U?; donc les produits 6°h(x)aek(y) sont dans U* + (Uz)2 = {0}.

5.2. Définition. On appelle tranformation de Peirce associée a oceU,
l'application linéaire définie par T, = exp(3,).

5.3. Remarque. Comme a’=0 (proposition 5.1), T, = 1Id + &, + %ha? On
pose: P = { T,/ oeU ). Il s'ensuit que I'application U — P, o = T,, est
bijective.

5.4. Théoréme. P est un sous-groupe commutatif de Aut(4).

Démonstration. Montrons d’abord que (P, ») est un groupe: en effet, par la
proposition 5.1, dans le produit (Id+85+Y20,)(1d+Bp+"2357) les termes de degré
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3 s’annulent, d’ou Ty Ty = [d+8,+8y* Y2(8,+36)> mais d; +dy = Js.0, done, on a:
To-To= Ts.9. Ceci veut dire que (U,+) — (P,.), d = T, est un isomorphisme de
groupes. Il reste @ montrer que T, est multiplicative: en utilisant la proposition
5.1, dans le produit T,(x)T«(y), les termes de degré 3 s’annulent; on a:
To()Taly) = Xy + 0u(x)y + 8.2 (X)y + x3uly) + o(X)3o(y) + Y3, (x)y. O,
Bo(Xy) = Oo(X)y + XBuly) et 35(xy) = B, '(x)y + 28,(x)B(y) + 35’ (X)y, d’ol
To(X)Toly) = Xy + Bo(xy) + V20,2 (xy) = To(Xy), ce qui achéve la démonstration.

6. COMPLEMENTS DE STRUCTURE

L’introduction des tranformations de Peirce donne des nouvelles fumiéres sur
le comportement multiplicatif de I’algébre. Les résultats qui suivent sont fort
utiles pour simplifier ’écriture algébrique et établir, au paragraphe 8, des
équations caractéristiques liées a des pondérations. On a:

6.1. Proposition. [’V = U(UV) = {0}.

Démonstration. On sait par le corollaire 4.4 que UV = U(UV). Montrons que
U(UV) = {0}: soient 5,8 U et ve V; on rappelle que UVcU, U'cV et U’ ={0},
donc 6(8(8v)) = o(c(8(6v))) = 0. On a (T - To)(v) = To.0(v); o1, (To - To)(v) =
To(v - 208V - 206(8v)) = v - 200V - 2026(av) - 20(Bv + 2ac(6v)) - 2626(Bv) =
v - 2a(c+0)v - 20(6+8)((5+O)V) - ao(BV)) = Ts.e(v) - 2c°5(8v)). On obtient
o(6v) =0 (car a # 0) d’ot I'énoncé.

6.2. Proposition.
a) V2 c Anny(U) &V, ou Anny(U) = {uel / uU = {0}}.
b) (UV)? = UV = {0}

Démonstration. Supposons U* # {0}: on pose v’ = petu’+v’, avec pek;
comme UVcU, 34(v)jveU, ceU. Or, 28,(v)v = 85(v*) = po + 2acu’ - 200V,
d’ou: ou’ = 0 (car U’cV) donc u’ e Anny(U). 11 en résulte que 28,(v)v = 3(v*) =
no-2aov’, d’ol po’ = 0 car o(ov’) = 0; comme o est arbitraire et U? = {0} il
s’ensuit que p = 0; ainsi v* = w+v’ € Anny(U)BV. Maintenant, si U? = {0}, soit
A’ I’extension de A définie par A’ = Ke®U'®V’ avec U’ = Kx®U, V' = Ky®V
et produits; (*) ex = l/zx, ey=17yy, X’ =y, xy=y'=0etxU=xV=yU=yV=
{0}. Il est clair que A’ vénfie les mémes propriétés structurelles que A par
rapport aux dérivations de Peirce (les conditions 3.2, etc.); or, U = Ky # {0},
donc V?c Anny(U’)®V’. Mais de (*) on a: Anny(U’) = Anny(U), V2 = V2 et
(Kx®Ky)nV? = {0}, d’on V? c Ann(U)®V. Quant aux identités nulles de (b),
le résultat sort des égalités U(UV) = U*V = U* = {0} et du corollaire 4.2: en
effet, UV < U donc (UV)? c U(UV); de la méme fagon, par (a) nous avons
VZcAnny(U)®V, d’ou UV cU Y Anny(U)®V) = U 2Ann(U)BU 2V = {0},
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6.3. Théoréme. A est pondérée par w: A > K, afAe+u+v) = A

Démonstration. Ceci est équivalent a dire que U@V est un idéal de A, résultat
qui découle du corollaire 4.2 et de la proposition 6.2.(a).

6.4. Proposition. 4, = Ke@UBLP est une train algébre de rang 3, d'équation
X = (1+ ;ja)(x)xz-ra)(x)zx.

Démonstration. Pour les train algébres de rang 3, voir [4] et {6]. Le résultat
démandé découle des identités données par les corollaires 4.2 et 4.4.

6.5. Proposition. A” = A, si et seulement si A est une algébre de Bernstein.

Démonstration. Pour les algébres de Bernstein, celles pondérées déterminées
par (x?)*= w(x)*x?, voir [5], [6] et [8]. Si A’ = A,, forcément y=0et V' c U;
le reste vient sans difficulté.

7. IDEMPOTENTS ET DECOMPOSITIONS

Les tranformations de Peirce donnent, 4 peu prés, la mesure de ’ensemble des
idempotents non nuls de 1’algébre. En effet, de 5.3 et 6.1, on déduit que T, est
donnée par: ¢ > etot+ao’, u — u+2oaou et v — v-2aov. Ceci entraine que
I’application U — Ip(A), o — T(e), est injective; cependant, elle n’est pas
forcément surjective.

Pour simplifier I'écriture, on dénote: T(x) = X, et X, = { X,/ xeX}. Ainsi,
e, = et+o+ac?, u, = u+r2oou et Ve = v-2a0v. On a;

7.1. Proposition.

a) { e,/ oeU} = Ip(4,).

b) 2equ, = Uy, €Vs = Woet A = Ke B, EV,.

¢) UlcV, UVo.cU, V.2 cAnny, (U@,

d) U03 = (Ua'z)z - Ucercr = U, (l/ach) = (UaVcn) = Uano-z = {0}

Démonstration. Pour (a), voir proposition 6.4 et références y utilisées. Les
autres affirmations découlent du fait que T, est un automorphisme d’algébre et
des relations obtenues sur les espaces U et V.

7.2. Remarque. Soit B = A,@Kw, avec ew = yw, wlU = wlF = {0} et w’ = w.
Cette extension garde les propriétés structurelles des algeébres traitées dans ce
travail. Il est clair que Ip(B,) = Ip(A.), mais Ip(B,) est strictement contenu dans
Ip(B). w étant un idempotent de poids nul.
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Concernant les idempotents de poids 1, on a:

7.3. Proposition. Soit e€lp(A) tel que w(g) = 1. Alors, il existe oceU et velV
tels que € = ez *v.

Démonstration. Soit e€lp(A) tel que w(€) = 1; on pose € = eto+w avec celU
et weV. On a &’ = eto+o’+2ow+2yw+w’. Comme w’e Anny(U)®V (prop.
6.2.a), soit W’ = u+v’. De €* = ¢ on obtient w = o™ +2yw+v’, d’ou w = act+av’.
Ainsi, £ = e, +v avecv=av’.

7.4. Remarque. L‘égalité Ip(4) = Ip(A.) veur dire que le choix d'un
idempotent ne joue aucun réle: sous n'importe quelle décomposition on obtient
les mémes propriétes structurelles. Autrement dit, toute décomposition de Peirce
est canonique.

On pose: F = {feAut(4)/fle) = e}.
F est un groupe algébrique et son algébre de Lie associée est A (voir [2] ).

7.5. Proposition. Si Ip(A) = Ip(A.), alors P est un sous-groupe invariant et
Aut(4) =PxF, produit semi-direct. De plus, F' = Aut(A)/P

Démonstration. Si e Aut(A) alors ¢(e)elp(A); il existe, donc, ceU tel que
o(e) = e,, ceci veut dire que T o€F, autrement dit, @ = Toof pour un feF (1).
Par ailleurs, si feF et T,eP, un calcul rapide sur les éléments type e, u et v
montre que f T, of =T, (2). Comme T,-To=Ts.q, de (1) et (2) on déduit que
P est un sous-groupe invariant de Aut(A). Enfin, I’application (T, .f) > T,f, de
PxF dans Aut(A), établit I'isomorphisme démandé, le produit dans PxF étant
donné par: (Ts,)(Te,g) = (Ts.gey £ - g). La derniére affirmation en découle.

8. ETUDE D'UN CAS: DES EQUATIONS
Dorénavant on suppose que V2 < U. Dans ces conditions:
8.1. Proposition.
a) Ip(4) = Ip(AJ.
b) UV? = UV? = (V?)? = w(Uv) = {0}, pour tout veV.
Démonstration. L’affirmation (a) découle de la preuve de la proposition 7.3.

Quant a (b), comme V> c U, on a 3,(v?) = 2aov’ pour tout ceU. Mais Bs(V?) =
2vd,(v) d’ott oV2 = - 2v(av). Or, ov?eV et v(ov)eU (corollaire 4.2), donc ov?
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= v(ov) = 0. Il s’ensuit que v(Uv) = {0}; puis, en faisant o(v+v’)? =0, vient UV?
= {0}. Enfin, UV’ = U(V?V) ¢ UUV) et (V¥ = V?VIc UV?,

Les deux résultats qui suivent sont justifiés par les relations U’ c V, UV c U,
VZc U et lesidentités U* = (U?)? = U = U@UV) = U*V = (UV)’ = U*V?*=UV?
=UV? = (VH)? = v(Uv) = {0}, pour tout ve V.

8.2. Proposition. (Ker(w)?)? = {0}. De plus, si zeKer(w), alors #=0
Démonstration. On rappelle que Ker(o) = UDV.

8.3. Proposition. Si y = e + u + v, alors:
V=e+u+2uv+vi+ 2w+t

YV =e+u+2I+yuv + Hl+4pv? + V' + f1+29v + (14 pu’;

V= erut 21+ yr PJuv Yu(1+8y+8Y )V + (14 29V’ + 1+ y+ 27 v+ (1 + y+ Y )i’
0Ff =e+u+ 201+ 2puv + (1+4P)V +40° + 4Py « (14290

8.4. Proposition. Si y = e +u+ v, alors: (\V)? = 49’ +(1-2y-4)y+ 22y -1)y.
Démonstration. 11 suffit de tester 1'égalité en utilisant 8.3.

8.5. Théoréme. Ona: (x°)° = 4ya)(x)x3+(1-2}/-4/)a)(x)zx2+27(27~1)a)(x)3x
pour tout xeA.

Démonstration. Le résultat est vérifié st w(z) = 0, car par la proposition 8.2
on a; (Z)? = 0. De méme, la proposition 8.4 nous dit que I'identité est vraie pour
les yeA, w(y) = I, or, en posant y = o(x)"'x, puis en multipliant par o(x)*, on
déduit qu’elle est aussi vérifiée pour les xe A, w(x) # 0.

8.6. Proposition. En général, A n'est pas une train algébre de rang 4.

Démonstration. En effet, si tel était le cas, il y aurait des scalaires b, ¢ et d tels
que pour tout ye A, o(y) = 1, on ait: y*= by’+cy’+dy . Or, si on regarde le terme
générique v’ exhibé dans les égalités de 8.3, forcément b = 1+2y. De ce fait,
selon les termes u” et v2, il en résulte (1-+y+y%) = ¢ + (1+2y)(1+y) et Ya(1+8y+8y?)
= ¢ + Y2(1+4y)(1+2y), respectivement. Il s’ensuit que 4(1+y+y%) - 4(1+2y)(1+y) =
(1+8y+8y?) - 2(1+4y)(1+2y), d’ot 1-2y =0, ce qui est impossible.

8.7. Remarque. Si v’ = 0 pour tout v eV, mais qu'il existe uclU et veV tels que
W’ etV %0 (ou, de méme, uv et v’ =0), on peut monirer que A vérifie la train
équation x* = 12(31 29 axx)x’ - Ya(1+ 39 axx)™x* + Yayerx)’x . Enfin, Si V? = {0},
A est une algébre train de rang 3, d’équation x° = (1 +y) o(x)x*-yax(x)’x.
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(*) Par erreur, cet article est apparu sous le titre de “Dérivations dans les algébres de

Walcher”. L’éditeur s’est engagé a publier un erratum.
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