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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 26(12), 4149-4157 (1998) 

DCrivations de Peirce et structure d'alg&bre 

Cristih ~ a l l o l '  
Departamento de Matemdtica y Estadfstica 

Uniwrsidad de La Frontera 
Casilla 54-0, Temuco Chile 

cmallol@werken. ufro.cl 

Dans ce travail nous analysons la structure d'une algebre, sous la condttion d'existence 
d'un apace, suffisamment grand, de derivations qui inversent la dbmposition de Peirce. 

1. INTRODUCTION 

Dans [I] et [2] nous avons etudie, sous certaines conditions, la structure des 
automorphismes et des dkrivations d'une algebre de Bernstein en utilisant des 
applications issues etfou inspiria des decompositions de Peirce. Apres, en 
regardant sous la m2me optique d'autres types d'algebres, nous avons trouve des 
comportements structurels d'un parallelisme et d'une similitude tres grande (voir 
PI et [71 1. 

Grosso modo, les resultats obtenus peuvent se "resumer" par le fait que 
l'ensemble P des transformations de Peirce est un sous-groupe invariant de 
Aut(A), I'ensemble DP des dtkivations de Peirce est un ideal de Der(A). De 
plus, Aut(A) E PxF (produit semi-bect) et Der(A) = AeDP, ou F est le groupe 
des automorphismes qui fixent I'idempotent e (qui engendre la decomposition 
de Peirce K&U@V) et A est l'ensemble des derivations qui l'annulent. 

Cette fiappante regularite nous a amend a h d i e r  le problbne "a I'envers", 
c'est-a-dire, a voir quel phenomene de structure produisait de tels resdtats. Nous 
verrons par la suite que ceci vient du fait d'imposer certaines conditions sur les 
dkivations d'une algebre. 

Subventionnc par Fondecyt 1950778, 1970890 et Diufro 95 16. 
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4150 MALLOL 

Soient K un corps de caracttkistique nulle, A une K-algebre commutative, 
eeIp(A) un idernpotent non nul, L: A + A le produit par e et deDer(A) une 
dkrivation. On rappelle que: 

2.1. Proposition. Si d(e) = 0, les sous-espaces propres associe's h I, sont 
stables par d. 

De'monstration. Si ex =px avec ~EK., on a: d(ex)=ed(x)+d(e)x=ed(x)=pd(x). 

Si d(e) # 0, du fait que d(e) = d(e2) = 2ed(e) il en resulte que % est dans le 
spectre de l,. Si de plus, d(e12 et d2(e) sont l i b  lintkkernent de manike non 
triviale, l, peut admettre plusieures valeurs propres. Plus prkisement on a: 

2.2. Proposition. Si d(e)" # 0 pour un entier m > I et si d(e)2 = Ad(e), alors I ,  
admet au moins m valeurs propres. 

De'monstration. Par rkurrence on montre que (n-l)!d(e)" = hn"dn(e), puis que 
edn(e) = p,,dn(e) ou = 1/2 et p,,+, = p,, - Atn; comme h # 0 on a ph f pk . 

3. LES DERIVATIONS DE PEIRCE 

Maintenant, nous allons nous situer dans le contexte des resultats developpds 
dans [I], [3] et [7]. Nous nous intdressons donc, aux algebres ayant une 
dhmposition de Peirce A = K&U@V, oh U et V sont les sous-espaces 
propres lies aux valeurs % et y (bien entendu, y # %). Soit deDer(A): si d(e) = 0, 
la proposition 2.1 nous dit que d(U)cU et d(V)cV. Si on se place dans les 
conditions de la proposition 2.2, il s'ensuit que d(e)~U,  d2(e)ev et d3(e) = 0. 
Ces considkations nous mbent a definir Ies ensembles: 

3.1. Proposition. 
a) A el DP sont des sous-espaces vectoriels ve'rifiant AnDP = JO). 
b) L 'applica~ion 0: DP + U, d + qe) ,  est un monomotphisme. 

De'monstration. La structure d'espace vectoriel de A et DP est immediate. Puis, 
si deAnDP, des definitions de A et DP il rkulte que d(e) = 0, d(U) c UnV et 
d(V) c UnV, d'ou I'honck Quant a (b), vu (a), il est clair que Ker(@) = (0). 

On appelle DP I'espace des derivations de Peirce (ceci va se justifier plus 
loin). Pour i3re totalement dans l'esprit de [I], [3] et [7], nous allons proposer: 
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DERIVATIONS DE PEIRCE ET STRUCTURE D'ALGEBRE 4151 

3.2. Conditions. 
a) L'espace DP est sufisamment grand: plus pre'cisement, on impose que 

1 'application @ : DP + U soil un isomophisme. 
b) Le crochet de Lie est nu1 sur DP, c 'est-6-dire, [DP,DP/ = {O). 
La condition 3.2.(a) permet de parametrer I'espace DP de la faqon suivante: 

DP = {ao / oeU)  avec ~ ' ( o )  = do. 

3.3. Proposition. Sous la condition 3.2.(a), Der(A) = ABDP. Si de plus on 
ajoute 3.2. (b), alors DP est un i&al abe'lien de D e r o  el A r Der(A)/DP. 

De'monstration. Soit d~Der(A); c o m e  d(e) = d(e2) = 2ed(e) alors d(e)eU; il 
s'ensuit que d - ad(,,eA, d'ou la premike affmnation. Quant a la seconde, fort 
des hypotheses Der(A) = A@DP et [DP,DP] = {Of, il suffit de regarder [A,DP]: 
si ~ E A  et a,eDP, on a (W,)(e) = 6(0), (&ao)(U) = G((ao)(U))c6(V)cV et 
(&ao)(V) = 6((aa)(V))cs(v)cU; de la m h e  fapn, (a&Xe) = 0, (&6)(U)cV 
et (ae6)(V) c U; tout ceci prouve que &a,, - 3,s = [6,a,,] = ascub d'oh 
[A,DP]cDP. Enfin, l'affmation A E Der(A)/DP dkoule des deux premieres. 

4. SUR LA STRUCTURE DE L'ALGEBRE 

Dorenavant nous adoptons les conditions enondes dam 3.2. 

Dans ce qui suit, nous verrons comment I'existence de cet ideal DP "assez 
grand dkterrnine en grande partie le comportement multiplicatif de I'algebre. 
On pose: a = (1-213-'. Nous avons: 

4.1. Proposition. Soit &DP. Alors, dd;le+u+v) = ;la +2am -2am. 

D6monstration. On sait que a,,(e) = o; pour le reste, il suffit d'appliquer la 
derivation a,, sur les identites 2eu = u et ev = yv. 

4.2. Corollaire. On a: u2c V,  WC U. 

DLmonstration, La proposition prkkdente nous dit que ao(u) = 2 a m  et &(v) 
= -2ao-v. Or comrne a # 0, par la definition de DP on dkduit que oueV et 
oveU; puis, en tenant compte de 3.2.(a), m i  est verifie pour tout mu .  I1 en 
d h u l e  que u2 c V, UV c U. 

4.3. Proposition. Pour tout a;u EU et v EV, m2 = 0 et (ou)v = 2cfu1,). 

Dhonstration. C o m e  U ~ E V ,  en calculant ao(u2) = 2ud,,(u) on obtient ou2 = 

-2u(ou); puis, de [a, ,a,](u) = 0 sort m2 = ~ ( m ) ,  d'ou ou2 = 0. h i s ,  c o m e  
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4152 MALLOL 

4.4. Corollaire. U ~ V  = U w  c Vet = (u2) = JO}. 

Dtmonstration. La premikre affirmation sort de (ou)v = 2o(uv) et du fait que 
UV c U et U2 c V. Que u3 = (0) s'ktablit directemet par ou2 = 0. La dernike 
afiirmation en decode en faisant (u2) * = u2u2 c u(UU2) = UU' = (0). 

5. LES TRANSFORMATIONS DE PEIRCE 

Par la suite, via les dkrivations de Peirce, nous allons introduire les 
tranformations de Peirce, morphismes qui classiquement servent a etablir le 
dictionnaire de passage entre les dhmpositions associees a deux idempotents 
(voir [2] et [3]). 

On rappelle que pour une application d, s'il ne se pose pas de problkmes de 
convergence, I'exponentielle est d o m k  par: exp(d) = C . 

5.1. Proposition. Soient h, k deux entiers, h+k>2. Pour tout a,, &EDP el 
x,y eA, on a: 2: .2: = O el &(x) L$&) = 0. 

Dtmonstration. Montrons d'abord que pour tout ~ E U ,  on a a: = 0. En effet, 
a,)(e) = - 4a2$, a:(u) = - 8a30(o(ou)) et a:(") = 8a30(o(ov)); or, toutes ces 
expressions sont nulles du fait que u3 = (0) et UVcU. I1 reste a tester les 
expresions du type a,h a: et aah(x)a>(y) avec 4 k < 3. Par exemple, aA:(e) = 

- 4 a 2 d 2 ,  a,ae2(u) = - 8a30(0(eu)) et a,a:(v) = 8a3o(8(8v)), donc &a: = 0 
(car UVcU et u3 = (0)) et, a fortiori, a2.a: = 0. Enfm, pour tout TEU, on a 
1m(a,)cue3u2 et c o m e  8:(e) = 2ar2, a:(u) = 0 et d:(v) = - 4a2r(w), il en 
resulte 1m(a:) c u2; donc les produits d,h(x)aek&) sont dam U% (U2) = (0). 

5.2. Definition. On appelle tranfonnation de Peirce associte c i  oeU, 
l'application linkaire &$nie par T, = exp(2J. 

5.3. Remarque. Comme 2; = 0 (proposition 5. I ) ,  To = Id 4 + 558:. On 
pose: P = { T, / OEU 1. I1 s'ensuit que I'applicarion U -+ P, cr -+ T,, esr 
bijective. 

5.4. T h b r h e .  P est un sous-groupe commutatfde Aut(A). 

D6monstration. Montrons d'abord que (P, 0 )  est un groupe: en effet, par la 
proposition 5.1, dans le produit (1d+a,+l/za:>(1d+ae+%ae2) les termes de degre 
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DERIVATIONS DE PEIRCE ET STRUCTURE D'ALGEBRE 4153 

3 s'annulent, d'oh T, .To = Id+a,+ae+ %(a,+do)2' mais 8, +do = a,,,, donc, on a: 
T,.Te = To,+,. Ceci veut dire que (U,+) + (P, a), cr + T, , est un isomorphisme de 
groupes. I1 reste a montrer que T, est multiplicative: en utilisant la proposition 
5.1, dam le produit T,(x)T,(y), les termes de degre 3 s'annulent; on a: 
T,(x)T,(Y) = xy + a,(x)y + %a,2(x)y + xa,(y) + a,(x)a,(~) + %a,2(x)~. *, 
a , (~y)  = a,(x)y + x~,(Y) et a,2(xy) = a&)y + 2a,(x)a,(~) + &WY, d'ou 
T,(x)T,(y) = xy + adxy) + %a:(Xy) = T,(xy), ce qui acheve la demonstration. 

6. COMPLEMENTS DE STRUCTURE 

L'introduction des tranformations de Peirce donne des nouvelles lumieres sur 
le coniportement multiplicatif de l'algebre. Les resultats qui suivent sont fort 
utiles pour simplifier I'ecriture algebrique et etablir, au paragraphe 8, des 
iquations caracteristiques likes a des pondirations. On a: 

De'rnonstratron. On sait par le corollaire 4.4 que u2v = U(UV). Montrons que 
U(UV) = (0): soient o , 0 ~ U  et VEV; on rappelle que UVcU, u2cv et u3 ={0), 
donc o(O(8v)) = o(o(O(8v))) = 0. On a (T, To)(v) = T,,o(v); or, (T, To)(v) = 

T,(v - 2a0v - 2a28(8v)) = v - 2aov - 2a20(ov) - 2a(0v + 2aa(8v)) - 2a28(8v) = 

v - 2a(o+0)v - 2a2(o+0)((cr+0)v) - a20(8v)) = T,,@(v) - 2a20(8v)). On obtient 
o(8v) = 0 (car a # 0) d'ou I'enonce. 

6.2. Proposition. 
a) v2 cAnnu(V)@K oir A n n a )  = {UEU / uU - JO)) 
b) (CJV)' = IJ'V' = (0). 

Dkmonstration. Supposons u2 # (0):  on pose v2 = pe+u'+v', avec ~ E K ;  
c o m e  UVcU, &(v)v~U, GEU. Or, 2a,(v)v = do(?) = po + 2 a m '  - 2aov7, 
d'oh: m' = 0 (car u 2 c v )  donc u3~Annu(U). I1 en resulte que 2ao(v)v = a,(?) = 

po-2aov7, d'oh p d  = 0 car o(av3) = 0; comrne o est arbitraire et u2 f (0) il 
s'ensuit que p = 0; ainsi ? = u7+v'~AnnU(U)@V. Maintenant, si u2 = {0), soit 
A' l'extension de A definie par A' = Ke@U'@V' avec U' = Kx@U, V' = Ky@V 

I et produits: (*) ex = Izx, ey = yy, x2 = y , xy = y2 = 0 et XU = xV = yU = yV = 

(0) .  I1 est clair que A' verifie les memes proprietes structurelles que A par 
rapport aux dhvations de P e k e  (les conditions 3.2, etc.); or, u ' ~  = Ky # {0),  
donc V2c Annu.(U')@V'. Mais de (*) on a: Annu,(U7) = Annu(U), V2 = v2 et 
( K X @ K ~ ) ~ V ~  = {0), d'oc v2 c Annv(U)@V. Quant aux identites nulles de (b), 
le resultat sort des egalites U(UV) = U ~ V  = u3 = (0) et du corollaire 4.2: en 
effet, UV c U donc (UV) * c U(UV); de la meme fawn, par (a) nous avons 
v2c.4nndJJ)@v, d'oh u2v2cu 2 ( ~ n n u ( ~ ) @ ~ )  = U 2 A n n ~ ( ~ ) @ ~  2~ = (0) .  
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6.3. Theorhe. A est ponde're'e par w: A --+ K, w(h+u+v) = A. 

De'momrration. Ceci est equivalent a dire que U@V est un idM de A, resultat 
qui d h u l e  du corollaire 4.2 et de la proposition 6.2.(a). 

6.4. Proposition. A, = ~e65YfGU~ est une tram alg6hre de rang 3, d'e'quation 
x3 - (1 + y) K ~ ~ X ~ - ~ ~ ( X ) ~ X .  

De'monstrafion. Pour les train algebres de rang 3, voir [4] et [6]. Le resultat 
demande d h u l e  des identitis d o m k s  par les corollaires 4.2 et 4.4. 

6.5. Proposition. = A, si et seulement si A est une algdbre de Bernstein. 

De'monrtrarion. Pour les algebres de Bernstein, celles pondhdes determinks 
par (x2)' = o(x)~x*, voir [ 5 ] ,  [6] et [8]. Si = A,, forknent y = 0 et v2 c U; 
le reste vient sans dtfftculte. 

7. IDEMPOTENTS ET DECOMPOSITIONS 

Les tranformations de Peirce donnent, a peu prb, la mesure de l'ensemble des 
idempotents non nuls de l'algebre. En effet, de 5.3 et 6.1, on diduit que T, est 
don& par: e + etcr+a$, u + u+2aou et v -+ v-2am. Ceci entraine que 
l'application U -+ Ip(A), CJ + T,(e), est injective; cependant, elle n'est pas 
fordment surjective. 

Pour simplifier l'ecriture, on denote: Tdx) = x ,  et Xu = { x ,  / x ex). h s i ,  
e, = e+o+ad, u, = u+2aou et v, = v-2aov. On a: 

7.1. Proposition. 
a) {en /  ogU) = lp(AJ. 
b) 2e&, = u,, e,v, = yv, el A = Ke,HJ@V,. 
C) U:C V,, U,V,c U,, V: cAnnU,  (UJt%V, 
d) u:= ( u , ~ ) ~ F  u ~ v , =  U,(U,VJ = (UJJ  = Ua2v2 = {OJ. 

De'monstration. Pour (a), voir proposition 6.4 et refkences y utili&s. Les 
autres affirmations d6coulent du fait que T, est un automorphlsme d'algebre et 
des relations obtenues sur les espaces U et V. 

7.2. Remarque. Soit B = A,@Kw, mec ew = pu, w U  = WU' = {O) et w2 = w. 
Certe extension garde les propritte's structurelles des alg2bres traite'es dam ce 
travail. I1 est clair que Ip(BJ = Ip(AJ, mais Ip(BJ est strictement contenu dans 
Ip(B), w e'iunt un idempotent de poi& nul. 
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Concernant les idempotents de poids I ,  on a: 

7.3. Proposition. Soif EEIP(A) fel que w(.$ = I .  Alors, 11 exrsfe a d  ef VEV 
fels que E = e,+v. 

De'monstration. Soit EEIP(A) tel que o ( ~ )  = 1; on pose E = eto+w avec GEU 
et W E  V. On a E' = e+o+d+20w+2yw+d. Comme ~ E A ~ ~ ( u ) @ v  (prop. 
6.2.a), soit vS = u+v9. De E~ = E on obtient w = d+2pv+v7, d'oG w = a d + a v v .  
Ainsi, E = e,+v avec v = av'. 

7.4. Remarque. L'e'galift Ip(A) = lp(A$ veut dire que le choix d'un 
idempotenf ne joue aucun rdle: sous n 'imporre quelle de'composi~ron on obfient 
les m&mes proprie'fes slructurelles. Autremenr dit, route de'composition de Peirce 
est canonique. 

On pose: F = fl~Aut(A) /f(e) = e) 

F est un groupe algebrique et son algebre de Lie associk est A (voir [2] ). 

7.5. Proposition. Si Ip(A) = Ip(A$, alors P esf un sous-groupe invarianf e f  
A u t o  2 P x 17 produi f semi-direct. De plus, F zAuf(A)/P 

De'monstrafion. Si cp~Aut(A) alors cp(e)~Ip(A); il existe, donc, oeU tel que 

cp(e) = e,; ceci veut dire que T;'. cp~F,  autrement dit, cp = Toof pour un feF  (I). 
Par ailleurs, si f eF  et T,EP, un calcul rapide sur les elements type e, u et v 

montre que f OT, of' = Tf (,, (2). Comrne T, .To = TO4, de (I) et (2) on deduit que 

P est un sous-groupe invariant de Aut(A). Enfin, I'application (To ,f) + T,, o f ,  de 
PxF dans Aut(A), etablit I'isomorphisme demande, le produit dans PxF etant 
dome par: (T,, $)(TO ,g) = (T,+K~h f g). La dernibe affirmation en decoule. 

8. ETUDE D'UN CAS: DES EQUATIONS 

Dorhavant on suppose que ? c U. Dans ces conditions: 

8. I .  Proposition. 
4 I P W  = lp(A.4. 
b) = UC'd = @)2 = ~ 6 1 ~ )  = {O), pour tout V E K  

De'monsfrarion. L'aff iat ion (a) decoule de la preuve de la proposition 7.3. 
Quant a (b), comme v2 c U, on a &(v2) = 2 a d  pour tout OEU. Mais a,,(?) = 

2va,(v) d'oh o? = - 2v(ov). Or, ~ E V  et v (ov )~U (corollaire 4.2), donc o? 
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4156 MALLOL 

= v(ov) = 0. I1 s'ensuit que v(Uv) = (0); puis, en faisant o ( v + ~ ' ) ~  = 0, vient w2 
= (0). Enfin, uv3 = u(v2v)  c U(UV) et ( v ~ ) ~  = v2v2 c U V ~ .  

Les deux resultats qui suivent sont justifies par les relations u2 c V, UV c U, 
v2 c U et les identites = ( u ~ ) ~  = u3 = U(UV) = U ~ V  = ( u v ) ~  = u2v2 = U V ~  
= uv3 = (v212 -- v(Uv) = {0}, pour tout VEV. 

8.2. Proposition. @er(a)2) = {O). De plus, si z ~Ker(w), alors z4 = 0. 

Dkmonstration. On rappelle que Ker(o) = U W  

8.3. Proposition. Si y = e + u + v, alors: 
# = e + u + 2 u v + v 2 + 2 y v + u 2 ;  
vf = e + u + 2(1+fiuv + '/2(1+4flJ+ v3+ f1+2fiv  + (14 flu2; 
y4= e+ut2(l +y+)/)uv+ %(I +8yt8$)v2+(l+2flv3+~l t y+2)/)v+(l+)q-$)u2; 
M12= e + u + 2(1+2fiuv + (1+41/)v2t4yv3 i ~ J v  ( ~ t . ? f i u ~ ,  

8.4. Proposition. Si y = e + u+ v, alors: ($j2 = 4W"+(l-2y-41/)$+2~2y-l)y, 

Dtmomtration. I1 suffit de tester I'egalite en utilisant 8.3 

8.5. Theorhe. On a: (x?' = 4 yw(x)x3+ (1 -2 y -4 t )  w(xj2x2+ 2 f 2  y - l ) w ( ~ ) ~ x  
pour tout x EA. 

Dimomtratron. Le resultat est vkifie si w(z) = 0, car par la proposition 8.2 
on a: (2)2 = 0. De m6me, la proposition 8.4 nous dit que I'identite est vraie pour 
ies YEA, o(y) = 1; or, en posant y = o(x)'x, puis en multipliant par w(x14, on 
dauit  qu'elle est aussi verifik pour les x~ A, o(x) # 0. 

8.6. Proposition. En gtniral, A n 'est pas une train alg2bre de rang 4. 

Dkmonstration. En effet, si tel etait le cas, il y aurait des scalaires b, c et d tels 
que pour tout y €A, w(y) = 1, on ait: y4 = by3+r$+dy . Or, si on regarde le terme 
gdnenque 4 exhibe dans les egalites de 8.3, forkment b = 1+2y. De ce fait, 
d o n  les termes u2 et v2, il en rbulte (l+y$) = c + (1+2y)(l+y) et '/4(1+8~+8$) 
= c + 1/2(1+4y)(1+2y), respectivernent. 11 s'ensuit que 4(l+y$) - 4(1+2y)(l+r) = 

(1+8~+8?) - 2(1+4y)(1+2y), d'ou 1-2y = 0, ce qui est impossible. 

8.7. Remarque. SI v3 = 0 pour tout v EV, mais qu 'il exisfe u EU et VEV tels que 
u2 et vZ # 0 (ou, de rnPrne, uv et v # 0). on peut montrer que A vtr@e la train 
tquation x4 = % (3 1 2yl o(x)x3 - %(I + 3y) ~ $ x ) ~ x ~  + % y o ( ~ ) ~ x  . En$n, Si = {O). 
A est une algibre train de rang 3, d 'kquation x3 = (I + y) o(x)x2- ym(~)~x.  
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