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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 28(4), 2 19 1-2 199 (2000) 

UNE CLASSE D'ALGEBRES PONDEREES DE DEGRE 4 * 

Cristian Mallol Avelino Suazo 
amento de M n t e d t ~ c a  1)epammento da Maternatrcu 

%\;rs,ilad de La Frontera I lnnws~dnd de 1.a Serena 
Casille Wl), Temuco, Chde 13ena\.entc 980, 1.a Sercne, Chile 

crna!lol~@ulio cl asuamfukecova mat userena cl 

Dans ce travail nous analysons la structure des algebres verifiant (x')' = aw(\;)x3 t p o ( ~ ) ~ s '  + gw(x)3~. 
Cclles-ci generalisen1 les algebres de Bernstein et d'Ether~ngton, parmi d'autres algebres ponderees 
classiquement etudiees. 

1 .  Introduction. 

Dans ce qui suit K est un corps et A une K-algebre commutative non necessairement 
associative. Si x e A  on definit les puissances principales (respectivement, pleines) de x 
par x i  = x et xn+' = x x n  (respectivement, xi" = x et x'""' = (x '" ' )~) .  Si X et Y sont 

deux sous-espaces de A, XY designe le sous-espace engendre par les produits xy, XEX et 
y EY; recursivement on definit les sous-espaces X" 

On dit que A est une algebre ponderee, qu'on denote (A, o) ,  s'il existe un morphisme 
non nu1 d'algebres (appele ponderation) w : A -+ K (c.f.[4]). Si l'algebre admet un 
idempotent eE A (e # 0 et e2 = e ) et o(e) = I, la decomposition de Peirce de A par 
rapport a I'idempotent est donnee par A = Ke 8 Ker(w), Ker(w) etant un ideal de A. 

IJne algebre ponderee (A, o )  est train de rang n si pour tout XEA elle verifie I'identite 
x n  + Y I o ( ~ ) ~ n - '  +......+ y,,-,o(x)"-' x = O  , oh les y, E K, l'entier n etant minimal. La 
structure des algebres pondCrees en general, des algebres genktiques, des algebres train, 
des algebres de Bemstein et autres, sont etudiees par A Worz-Buzekros dans son texte 
"Algebras in Genef cs" (c.f.[I 31). 

Enfin, nous dirons qu'une algebre pondQee est de degrd (ou ordre, ou rang) 4 si elle 
satisfait une expression du type a(x212 + fixJ+ p ( x ) x 3  + ~ c o ( x ) ~ x ~  + EO(X)'X = 0. Le degre 
de l'identite est minimal, c'est-a-dire, on impose qu'elles ne satisfont pas d'identite 
d'ordre plus petit, plus precisement, elles ne satisfont pas une train equation de rang I 3 
(c.f.[3]). Dans ce travail, nous etudions la structure d'une classe de ces algebres. 

Avec I'appui de Conic11-Chile, projet Fondeqt-Lineas Complementanas No 8990001 

Copyright Q 2000 by Marcel Dekker, Inc 
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2192 MALLOL AND SUAZO 

Soit A une algebre commutative ponderee verifiant ( x ~ ) ~  = aw(x)xJ + P W ( X ) ~ X ~  + ~ W ( X ) ~ X  
n'admettant pas une identite de degre plus petit. I1 est immediat que a + P + y = 1 (il 
suffit d'appliquer w sur I'identite avec w(x) = I); de plus, si xcKer(o) alors ( x ~ ) ~  = 0 ; 
puis, si eElp(A) (un element idempotent) alors w(e) = I (ceci vient de I'identite et du fait 
que e # 0). Enfin, la ponderation o est unique (c.f.[l I]). Si la caracteristique du corps est 
2, alors I'algebre est quasi-constante : concernant la structure de ce type d'algebre on se 
remet a [8]. Dorenavant, car(K) # 2. 

2.1. Remarque. De fagon plus generale, nous avons a faire avec des algebres ponderees 
et des identitbs E,(x) du type M,(x) = a , _ l w ( ~ ) ~ ~ , , - l ( x )  +. . .+ alw(x)"MI(x), ou Mk(x) est 
un mondme non associatif de degre k (un parenthesage avec k lettres x). Or, si pour tout 
YEA , w(y) = 1, E,,(y) est vraie alors E,(x) est verifiee sur A: en effet, I'identite est 
satisfaite par tous les elements de poid non nu1 car E,(x) = o(x)"~,(o(x)-lx) ; le resultat 
s'ktend a toute I'algebre par la topologie de Zariski (ou, d'une autre fagon, en polarisant 
E,,(y+z), avec y. ZEA, w(y) = 1 et o(z)  = 0). 

A la famille des algebres verifiant (x2)' = am(x)x3 + PO(X)~X' + ~ ( x ) ~ x  appartiennent 
quelques unes etudiees depuis un certain temps, telies les algebres de Bernstein, definies 
par (x212 = o ( ~ ) ~ x ~ ,  les algebres d'Etherington, dkfinies par (x212 = o(x)'x ; etc. (c.f. [I], 
[6] et [7]). D'ailleurs, ces algebres sont les seules de cette famille qui verifient une 
identite de puissances pleines (c'est-a-dire, quand a = 0); ceci decode de la minimalite du 
degre et du resultat connu suivant (voir 1121): 

2.2. Proposition. Si A verifie I'identite x3 = (1 + y)o(x)x2 - p(x)'x alors elle verifie 
aussi I'identite (x212 = (1 + 2 y ) o ( ~ ) ~ x *  - 2 y w ( ~ ) ~ x .  Si 2y # 0, -I, la reciproque est vraie. a 

2 . 3 .  Remarque. Par des techniques de linearisation et de polarisation de I'identite (x212 = 

aw(x)x' + ~ w ( x ) ~ x ~  + Y ~ ( ~ ) ' ~ ,  on obtient les relations suivantes, qu'on utilisera par la 
suite. Pour tout x E A et z, z' E Ker(o): 

3. ParamCtrisation et classification 

Nous enongons le theoreme de classification, dont la demonstration occupera tout ce 
paragraphe. Nous avons : 

3.1. Thbrime. A satisfait au moins une des identites suivantes: 
a) (x2)' = 4kw(x)x3 + (! - 2?b - 4h2)w(x)'x2 + (42: - 2h)o(xj3x. 
b) ( x ~ ) ~  = (2h + l)w(x)x3 - (h + 2h2)w(x)'x2 + (2h2 - h)w(x)'x. 
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Si 2h = 1 les identites ci-dessus coincident sur la relation (x2)' = 20(x)x3 - ~ ( x ) ~ x ~ .  On 
precise I'enonce du theoreme avec: 

3.2. Proposition. Si 2 1  # 1, I'algebre verifie une et seulement une des identites signalees 
dans le theoreme 3.1. 

DCmonstration. Si I'on suppose le contraire, de I'egalite de deux identites on obtient 
o(x)(x3 - (l+h)o(x)x2 + ~ o ( x ) ~ x )  = 0 (car 2h - 1 # 0) d'oh x3 = (1 + h)o(x)x2 - ~ o ( x ) ~ x  
est vraie pour tous les elements de poids non nu1 donc, par la remarque 2.1. I'ident~te est 
verifiee pour tout XEA. Ceci contredit la minimalite du degre de I'identite. 

3.3. Remarque. Quand 2 1  # 1 il y a une equivalence entre la coincidence des identites du 
theoreme 3.1. et la v&ification par I'algebre de I'identitt x3 = (1 + h)o(x)x2 - ~ w ( x ) ~ x  (on 
s'en remet a [12]). 

La demonstration du t h e o r h e  3.1 decoule des resultats qui suivent, concemant les 
scalaires a et y. Cependant, d'abord nous avons besoin de: 

3.4. Lemme. Soit YEA, o(y) = 1 ; si z = y2 - y on a :  

a) ( a - 2 ) y z = y z + z 2 ;  

b) (a2 - 3a - 4y + 2)z2 - 4z3 + 2(a -- 2 ) p 2  = 0 ; 

c) ( a Z  - 2 a  - 4y)z3 = 0 ; si (a - 2)z3 = 0, (a2 - 2 a  - 4y)(a2 - 3 a  - 2y + 2)z2 = 0 

DCmonstration. On a : 0 = (y2)2 - ay3 - py' - yy. De y2 = y + z, on a y' = y + z + yz 
et (y2)2 = y + z + 2yz + z2 donc, 0 = y + z + 2yz + z2 - a(y + z + yz) - P(y + z) - yy = 

yz + (2 - a)yz + z2, ce qui etablit (a). De mime, en faisant r2(y,z) (remarque 2.3) il en 
rksulte: 4y2(yz) = 2ay(yz) + azy2 + 2Pzy + yz; or de = y + z on a $(yz) = y(yz) + z(yz) 
et zy2 = yz + z' donc 4y(yz) + 4z(yz) = 2ay(yz) + ayz + az2 + 2(1 - a - y)yz + yz ; en 
multipliant ceci par a-2 et en utilisant (a), on obtient (b). L'afhnation (c) sort de (a) 
ei de r,(y,z). Finalemefit, pcu: ce qci est de (d), si a = 2 e? y = O la relation se trivialise ; 
de meme, si a = 2 et y ;t 0, I'identite (a) devient z2 + yz = 0 d'ou (z212 = $z2 ; mais 
z ~ K e r ( o )  donc (z212 = 0, ce qui montre I'identite (d) dans ce cas particulier. On peut donc 
considerer a # 2 : de y2 = y + z on obtient : (1) y2z2 = y ~ 2 ;  puis, de la relation (a) on 
dkduit: (2) ( ~ - 2 ) ~ ( y z ) ~  = $z2 et (a-2)(yz)z = yz2. Or, de r4(y,z,z) (remarque 2.3) on a 
4(yz)2 + 2y2z2 = 2a(yz)z + ayz2 + j3z2 d'oti ( a  - 21yz2 = 4(y~)2  - 2a(yz)z - pz2 p i s ,  des 
sustitutions (1) et ( 2) on obtient (a - 2)'yz2 = [4 J - 2ay(a - 2) + (1  - a - y)(a - 2)2]z2 ; 
l'enonce decoule du rempiacement de yz2 dans la relation (b). 

3.5. Proposition. On a forcement 2y = a - 2 = 0 ou 2y t a - 2 # 0. 

DCmonstration. Montrons qu'on ne peut pas avoir 2y = a - 2 t 0 ni 2y # a - 2 = 0. 
Nous verrons que dans chaqun de ces cas A satisfait une train-equation d'ordre I 3. Soient 

2 y, z E A, tels que o(y)  = 1 et z = y - y. Nous avons : 
Si a - 2 = 2y # 0, les relations 3.4.(a) et (c) deviennent respectivement 2yyz = yz + z2 
ef 4$z3 = 0; comme y # 0, la relation 3.4.(d) donne z2 = 0 d'oi 2yz = z, c'est-a-dire 
2y3 = 3 J - y; donc I'identite 2x3 = 30(x)x2 - o(x)*x est verifiee pour tout XEA 
(remarque 2.1 ). 
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2194 MALLOL AND SUAZO 

0 De mime, si 2y # a - 2 = 0 de 3.4.(a), on a z2 + yz = 0 d'oh z2 = - yz ; or ( z ~ ) ~  = 0 
(car z~Ker(w)) ,  d'oh 0 = ( z ~ ) ~  = Jz2 = -?z, donc z = 0 (car y +0), c'est-a-dire y2 = y. 
Par les mimes arguments developpes ci-dessus, I'identite x2 = m(x)x est verifiee par 
tous les elements de A. 

3.6. Remarque. Si 2y = a - 2 = 0, A satisfait (x212 = 2w(x)x3 - ~ ( x ) ~ x ~ .  Cette identite, 
verifiee panni d'autres par les algebres de mutation, represente une tentative de modeliser 
le retrocroisement en genetique des populations (sous la forme x3 = ((x212+x2) ; c.f.[9]). 

Ces algebres n'ont pas forcement un idempotent, comme le monhe I'exemple suivant: soit 
A I'algebre ayant une base (u,v} et produits u2 = u + v, 2uv = v, v2 = 0. On prouve 
sans dificulte que la forme lineaire w: A -+ K definie par m(u) = 1 et m(v) = 0 est une 
pondhation; puis, des simples calculs montrent que (x212 = 20(x)x3 - m(x)'x2 est verifiee 
sur A et que I'algebre n'a pas d'idempotents. 

Pour finir, analysons la situation 2y # a - 2 # 0. Pour cela, considerons les coefficients 
facteurs de zZ dans 3.4.(d) : a2 - 2 a  - 4y et a2 - 3 a  - 2y + 2 : 

3.7. Proposition. Sous les conditions 2y # a - 2 # 0, on a: 
a) a 2 - 2 a - 4 y  +: a 2 - 3 a - 2 y + 2 .  
b) (a2  - 2 a  - 4y)(a2 - 3 a  - 2y + 2) = 0. 

Demonstration La premiere affirmation est immediate, car 2y - a + 2 # 0. Maintenant, 
supposons que (a2 - 2 a  - 4y)(a2 - 3 u  - 2y + 2) ;t 0 : alors 3.4.(c) devient z3 = 0 donc, par 
3.4.(d), zZ = 0. De ce fait 3.4.(a) devient (a-2)yz = yz. Ceci entrahe (remarque 2.1) que 
I'identitk ( a  - 2)x3 = ( a  - 2 + y)w(x)x2 - yw(x)'x est vraie sur A. 

Maintenant nous sommes en mesure, d'etablir I'enonce du theoreme de classification: en 
effet, soit h e K  tel que ( a  - 2)h = y (forcement 2h # 1); on a: 

0 Si a2 - 2 a  - 4y = 0 alors a ( a  - 2) = 4y d'oh a = 4h. Ceci veut dire que nous avons 
!'iden:i:$ (x2)2 = 4?,o(x)x' + ( 1  - 2k - ~ ~ ) W ( X ) ~ X ~  + (4h2 - 2h)co(x)'x. 

0 Si a2 - 361 - 2y + 2 = 0 alors a ( a  - 2) - ( a  - 2) = 2y d'ou a = 1 + 2h, et on obtient 
I'identitk (x212 = (2h + l)w(x)x3 - (h + 2 h 2 ) ~ ( ~ ) 2 ~ 2  + (2h2 - ~ ) o ( x ) ~ x .  

3.8. Thbr6me. Si A est a puissances associatives alors elle verifie une des identites 
suivantes : (x212 = m(x)x3 ou (x2)* = 3m(x)x3 - ~ ~ J ( x ) ~ x ~  + ~ ( x ) ~ x .  

DCmonstration. Soit XEA, avec o(x) = 1. Comme A est a puissanses associatives, x4 = 

ax' + px2 + yx, d'oh x* = (a2 + 0)x3 + (aB + y ) ~ 2  + ayx. Or, de r2(x,x2-X) on obtient: 4xS 
= (3a+4)x4 + (2~-3a)x"(~-2~)x~ - yx = (3a2 +a+2p)x3 + ( 3 a p + 2 ~ + ~ ) x ~  + 3(ay+y)x. De 
tout cela i l  vient que (a2  -a + 20)x3 + ( a p  - 28 + 3y)x2 + (ay - 3y)x = 0. Or, si a = 4h 
il en resulte (2h - l)x3 = (4h2 - h - 1)x2 + (3h - 4h2)x, ce qui contredit la minimalite du 
degre (car 2h #I) .  Par contre, si a = 1 + 2h on obtient I'identite h( h - l)(x2 - x) = 0 
d'ou forcement h = 0 ou 1 .  Ides identites liees a ces valeurs de h sont celles signalees a 
I'enonce. 
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4. L a  decomposition de Peirce 

Vu la classification faite ci-dessus, dam ce qui reste de I'article nous considerons 2h * I .  

4.1. Proposition. L'algebre admet toujours un idempotent (Ip(A) # 4). 

DCmonstration. Soit YEA tel que si w(y) = 1. Si a = 4h, un simple calcul montre que 
(1-2h)-'(~' - 2hy) est un idempotent. Si, maintenant, a = 22. + 1, en utilisant les relations 
du lemrne 3.4, un calcul (plus long) montre que ( 1 - 2 ~ ) - ~ (  y' - 3hy2 + (4h2 - h)y ) est un 
idempotent. 

4.2. Proposition. Pour tout entier n, Ker(w)" est un ideal de A. 

DCmonstration. Si eeIp(A) on a A = Ke @ Ker(w); de ce fait, comme Ker(o)Ker(o)" = 

~er(w)"" c Ker(o)", 11 suffit de demontrer que eKer(o)"'l c ~ e r ( o ) " - I  pour etablir 
inductivement le resultat. Pour cela, soient x ~ K e r ( o )  et Z E  Ker(o)"; en faisant r,(e,x,z) 
(remarque 2.3) on obtient (2-a)e(xz) = u(ex)z +u(ez)x + f3xz - 4(ex)(ez) d'ob I'enonce. 

4.3. T h b r h e .  Soit e un idempotent de A. On a: 
a) A = Ke 63 U @ V avec U = (u~Ker(w)  1 eu = u),  V = {v~Ker(w)  1 ev = hv). De 

plus, les relations d'inclusion et multiplicatives suivantes sont vhifiees: 
b) U2 c V , U V c  U et U V ~  c U. 
C) Selon la valeur de a (4h ou 1 + 2h), v2 c U ou V* c V. De plus V U ~  c U W 2 .  
d) Pour tout x , y, z, z '~Ker(w): z2(zx) = 0, 2(xz)' + x2z2 = 0, 2(xz)(xz1) + (zz')x2 = 0 

(xy)(zz3) + (xz)(yz') + (xz')(yz) = 0 et 4z2(ez) = az3 

DCmonstration. Dans ce qui suit, il faut avoir en t&te les relations de la remarque 2.3. De 
r2(e,z) on obtient 2e(ez) - (1 + 2h)ez + hz = 0. 11 s'ensuit que L : Ker(o) -+ Ker(w) 
definie par z-+ ez, verifie (2L - Id ) 0 (L  - hld) = 0 ; elle admet donc les valeurs propres 
distintes et h ceci montre (a). Quant a (b) et (c), il suffit d'employer les relations de la 

remarque 2.3: en effet, par exemple, pour ce qui est de (c), de r4(e,v,v) : 4(ev)' + 2ev2 = 

2a(ev)v + ae? + pv2 d'oh ( a -  2)eS = (4h2 - 2ah  + a + - I)? : si a = 4h, on a 
v2 c U ; par contre, si a = 1+2h alors V'C V. Quant a la derniere affirmation, si v2 c U 
ne pose pas de problemes; puis, si v2 c V ( a  = I + 2h), de r3(e,u,v) : on a vu' = 2(uv)u, 
d'oh VU' c u2. 

4.4. Remarque.La relation 4z2(ez) = az3 entraine que u3 = 0, pour UEU. En polarisant on 
obtient I'identitt de Jacobi pour les elements de U : s(uw) + w(su) + u(ws) = 0. Enfin, 
forcement V # (0): le cas contraire, on monire sans difficult8 que A vbifie x2 = o(x)x. 

4.5. Proposition. Soient e€Ip(A) et 6 = (1 - 21)-'. On a : 
a) Ip(A)= f e n -  e +  o +  602 1 o E U ) .  Puis, si A =  K e , @ U , @ V , e s t  la 

decomposition de Peirce par rapport a l'idempotent e,, on a : 
b) U, = { a, = u + 260x1 1 u E U ) et V, = {v, = v - 26f(o)v 1 v E V ) ou f(o) = o 

si v2 c V et f(a) = o  + 6 d  si v2 c U. 
C) Liappiication lineaire T, : A -+ A, T,(x) = x, , esi bijective. 
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DCmonstration. Si I'on avait U = {O), alors x3 = (1 + h)o(x)x2 - ho(x)'x serait vkrifiee. 
Le reste ne pose pas de problemes (les mcmes techniques utilisees ci-dessus). 

5.2. Remarque. Avec I'identite de Jacobi pour les elements de U et les relations donnees 
dans la proposition ci-dessus, on montre sans d~fficulte que les morphismes de Peirce sont 
multiplicatifs sur U. Par la suite, nous aurons besoin des quatTe premieres puissances 
principales de XEA, avec o(x) = 1 : x = e + u + v, x2 = e + u + 2hv + u2 + v2 + 2uv, 
2x3 = 2e + 2u + 2h(2?, + l)v 2(h + 1)uZ + (4h + 1)v2 + 4(h + 1)uv + 2u2v + 4v(uv) et 
4x4 = 4e + 4u + 4h(2b2 + iC + I)v + 4(h2 + h + l)u2 + (8h2 + 811 + 1 )v2 + 8(h2 + h + I)uv + 
(4h + 6)u2v + 4(2h + 3)\(uv) + 4v(u2v) + 8v(v(uv)). 

5.3. Proposition. L1algt.bre CA = Ke @ U 83 LJZ est train de rang 4 

DCmonstration. Remarquons que (u213 = u ~ ( u ~ ) ~  c u2v2 = (0 ) .  Avec les relations du 
theoreme 4.3 et de la proposition 5.1 et en utilisant le fait que T,(u2) = T,(u)~ (remarque 
5.2) il vient que (LJ213 = (0) est un invariant de structure, donc ( ~ 2 , ) '  = 10) d'ou \.:= 0 

pour tout o € U  et v€u2 .  Or, c o m e  v, = (v -2(6o +(60)~)v), du cube nu1 on dkduit que 
((av)v)v = 0. Ces precisions etant faites, soit XEA, o(x) = 1 ; en tenant compte des 
puissances developpees a la remarque 5.2, on a : 4x4 - 2(3+2h)x3 + 2(1+3h)x2 - 2hx = 0, 
d'ou I'Cnonce. = 

5.4. Proposition. Le quotient NAnno(Uj est une algebre rrain de rang 3. 

DCmonstration. Comme Am,j(U) c Ker(w), m = w 0 p (oh p : A -+ A/Annu(U) est la 
projection canonique) est une ponderation. Pour etablir le resultat il suffit de constater 
que si XEA, alors x3 - (1  + h)w(x)x2 + hw(x)'x E Ann,,(U) ; en effet, soit x = e + u + v : 
par la remarque 5.2 on a : 2x3 - 2(1 + h)x2 + 2hx = 4(uv)v + 2v3 + 2vu2 + (2h -1)v2, ce 
qui donne un element de U. Puis, si SEU, nlontrons que s(x3 - (1 + h)x2 + hx) = 0 : en 
effet, on a s((uv)v) = - (uv)(sv) = 0 (ces egalites se deduisent, respectivement, des deux 
demieres relations de la proposition 5.1); de meme, car v2 c U, sv3 = s(vv2) = - (sv)v2 
enfin, ccmme = (01, i! vient que (sv)v2 = s!vu2) = sv2 = 0 - 
5.5. Corollaire. Annr,(U) * (0).  = 

5.6. Proposition. Si A est de dimension finie: I'ideal U 63 u2 est nilpotent 

Demonstration. Comme Annl,(U)c CA = Ke 9 U 63 u', par la proposition 5.4 I'algebre 
quotient CA /Annu(lJ) vkrifie x3 = (l+h)m(x)x2 -ki~(x)*x, d'oh u ~ I J ~ / A ~ ~ , ~ ( u )  satisfait 
I'identite x3 = 0. I1 s'ensuit que LJ@LJ2/AnnrJ(~) est nilpotent (c.f.[l4] page 1 14), donc il 
existe un entier n tel que (LJ@u2)" c Annn(U). De ce fait, par la proposition 4 6, il vient 
que (LJ9LJ2)"" c ~ n n ~ ( u ) ( l J @ L J ~ )  = {O}. 

6. Le cas : a = 1 + 2h 

Les demonstrations des resultats qui suivent utilisent les mcmes techniques employees 
dans le paragraphe precedant. C'est pour cela qu'elles sont en general omises, sauf dans 
certains cas o i  on donne quelqnes indications. 
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On rappelle que A verifie (x2)' = (2h + l)o(x)x' - (h + 2 l ~ ~ ) ) o ( x ) ~ x ~  + (2h2 - h ) o ( ~ ) ~ x  et 
admet une decomposition de Peirce A = Ke 63 U @ V avec u2 c V , UV c U et v2 c V. 
Outre les relations exprimees dans 4.3.(d), le fait d'avoir v2 c V donne : 

6.1. Proposition. Soient y s e U  et v, weV, alors : v3 = 0 (d'ou I'identite de Jacobi pour 
les elements de V), u(vw) = (uv)w + (uw)v (donc UV' c (UV)V c UV), et v(us) = (uv)s 
+ (sv)u (donc V U ~  c (UV)U c u2 ). 

6.2. Proposition. Les sous-espaces UV€BV, UVBU*, v@(u' + v2), Annv(U) et AnndU) 
sont des ideaux invariants de A. 

DCmonstration. Montrons-le pour Annv(U): que (Ke B U)Annv(U) c Annv(U) est 
ilnmediat; puis, comme u(vw) = (uv)w + (uw)v et UV c U, si vEAnnv(U) il s'ensuit que 
vV c Annv(U). L'invariance de Annv(U) est donnee par la proposition qui suit. - 
6.3. Proposition. On a : Ann*(U) = Annll(U) B AnndU) ; de plus, AnndU) = r)V, . - 
6.4. Proposition. L'algebre A verifie xJ = (1 + 2h)o(x)x3 - (2h + h 2 ) ~ ( ~ ) 2 ~ 2  + h 2 ~ ( ~ ) 3 ~ .  

DCmonstration. On calcule x4 - (1 + 2h)x3 + (2h + h2) x2 - hZx, avec x = e + u + v, en 
tenant compte des relations suivantes : pour tout u E U et v E V pn a : 2u(uv2) = u2v'; 
u2v2 + 2(uZv)v = 0 ; u(u2v) = 0 et enfin, (uv2)v = 2((uv)v)v = (uv)v" = 0. 

6.5.  Lemme. Pour tout x, YEA, x2(xy) - x(x2y) E UV@V. 

DCmonstration Soient x, Y E A  ; on pose x = w(x)e + 4u + s et y = o(y)e + 4w + z (il va 
de sol que UBV = U + (UVBV)) avec u, WEU et s, z E UVBV. Or, du fait que LJVBV 
est un ideal, d'un petit calcul on obtient x2(xy) = ~ ( x ) ~ w ( ~ ) e  + 3 o ( ~ ) ~ o ( ~ ) u  + ~ ( x ) ~ w  + s' 
et x(x2y) = o ( ~ ) ~ o ( y ) e  + 3 o ( ~ ) ~ u ( y ) u  + W(X)'W + Z' avec s', z'EUVBV. L'enonce suit. = 

6.6. Corollaire. Le quotient ANVBV et Ker(o) sont des algebres de Jordan. 

Si I'on pose x = w(x)e i- u + v et !'on calcule I'expression x2(xy) - x(x2y) de faqon 
dktaille, on obtient x2(xy) - x(x2y) = ).(I - h)o(x)o(y)[2uv + v2 + (1 - 2h)o(x)v. On voit 
que pour A. = 0 ou h = 1, I'algebre est de Jordan. Tout ceci pennet de completer, en 
donnant la reciproque, le theoreme 3.8 : 

6.7. ThCorime. Les conditions suivantes sont kquivalentes: 
a) A est a puissances associatives. 
b) A satisfait une des identitts: (x2)' = o(x)x3 ou (x')~ = 30(x)x3 - 30(x)'x2 + o(x)~x. 
c) A est de Jordan. 

Les autheurs tiennent a remercier le referee de ses conseils. 
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