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UNE CLASSE D’ALGEBRES PONDEREES DE DEGRE 4 *

Cristian Mallol Avelino Suazo
Departamento de Matematica Departamento de Matemética
Universidad de La Frontera Universidad de La Serena
Casilla 54-D, Temuco, Chile Benavente 980, La Sercna, Chile
cmalloli@ufro.cl asuazorgrecova.mat.userend.c

Dans ce travail nous analysons la structure des algébres vérifiant (x%) = aw(x)x® + Box)x* + yo(x)’x.
Celles-ci généralisent les algébres de Bemstein ot d'Etherington, parmi d'autres algébres pondérées

‘classiquement étudiées.

1. Introduction.

Dans ce qui suit K est un corps et A une K-algebre commutative non nécessairement
associative. Si xeA on définit les puissances principales (respectivement, pleines) de x
par x' =xet x™ =xx" (respectivement, x"'' = x et x"™" = (x"")?). Si X et Y sont
deux sous-espaces de A, XY designe le sous-espace engendré par les produits xy, xeX et
yeY; récursivement on définit les sous-espaces X".

On dit que A est une algébre pondérée, qu’on dénote (A, ®), s’il existe un morphisme
non nul d’algébres (appelé pondération) ©: A -—» K (c.f[4]). Si I"algébre admet un
idempotent ee A (e # 0 et e =e ) et ofe) = |, la décomposition de Peirce de A par
rapport 4 I’idempotent est donnée par A = Ke @ Ker(w), Ker(w) étant un idéal de A.

Une algébre pondérée (A, o) est train de rang n si pour tout x€A elle vérifie I’identité
X"y, (X)X Heren +7,.40(x)" " x=0, ol les y; € K, I’entier n étant minimal. La
structure des algébres pondérées en général, des algébres génétiques, des algébres train,
des algébres de Bernstein et autres, sont étudiées par A. Worz-Buzekros dans son texte
“Algebras in Genetics” (c.f.[13]).

Enfin, nous dirons qu’une algébre pondérée est de degré (ou ordre, ou rang) 4 si elle
satisfait une expression du type a(x?)? + Bxt+ yco(x)x“ + Seo(x)’x* + eo(x)’x = 0. Le degré
de lidentité est minimal, c’est-a-dire, on impose qu'elles ne satisfont pas d’identité
d’ordre plus petit, plus précisement, elles ne satisfont pas une train équation de rang < 3
(c.£[3]). Dans ce travail, nous étudions la structure d’une classe de ces algeébres.

" Avec I"appui de Conicyt-Chile, projet Fondecyt-Lineas Complementarias N° 8990001.
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2. Préliminaires

Soit A une algébre commutative pondérée vérifiant (x*)° = aw(x)x’ + Box)’x* + yo(x)’x
n’admettant pas une identité de degré plus petit. Il est immédiat que o + B +y =1 (il
suffit d'appliquer @ sur V'identité avec w(x) = 1); de plus, si xeKer(w) alors (x*)* = 0 ;
puis, si eelp(A) (un élément idempotent) alors w(e) = 1 (ceci vient de I’identité et du fait
que ¢ # 0). Enfin, la pondération ® est unique (c.f.{11}). Si la caractéristique du corps est
2, alors l'algeébre est quasi-constante : concernant la structure de ce type d'algébre on se
remet & [8]. Dorénavant, car(K) # 2.

2.1. Remarque. De fagon plus générale, nous avons 4 faire avec des algébres pondérées
et des identités E,(x) du type M, (x) = a,,_la)(x)ZM.,-l(x) +. .+ oym(x)"M;(x), ot My(x) est
un mondme non associatif de degré k (un parenthésage avec k lettres x). Or, si pour tout
yeA , o(y) = 1, E(y) est vraie alors E (x) est vérifiée sur A: en effet, I’identité est
satisfaite par tous les éléments de poid non nul car E(x) = o(x)"E.{0(x)"'x) ; le résultat
s'étend a toute I’algébre par la topologie de Zariski (ou, d’une autre fagon, en polarisant
En(y+z), avecy, ze A, w(y) = l et w(z) = 0). »

A la famille des algébres verifiant (x*? = ao(xx® + Bcu(x)zx2 + yo(x)’x appartiennent
quelques unes étudiées depuis un certain temps, telles les algébres de Bernstein, définies
par (x*)° = w(x)’x’, les algébres d’Etherington, définies par (%) = o(x)’x ; etc. (c.f. {1],
[6] et [7]). Dailleurs, ces algébres sont les seules de cette famille qui vérifient une
identité de puissances pleines {c'est-a-dire, quand o = 0); ceci découle de Ja minimalité du
degré et du résultat connu suivant (voir [12}):

2.2. Proposition. Si A vérifie l'identité x* = (1 + y)o(x)x* - yo(x)’x alors elle vérifie
aussi l'identité (xz)2 =(1+ 2*{)(1)()()2x2 - 2yw(x)3 x. Si 2y # 0, —1, la réciproque est vraie. =

2.3. Remarque. Par des techniques de linéarisation et de polarisation de I'identité (x*)’ =
am(x)x® + Po(x)’x* + yo(x)'x, on obtient les relations suivantes, qu'on utilisera par la
suite. Pour toutx € A et z, z' € Ker(o):
. 2 _ 3
1(x,z); 4z°(zx) = aw(x)z

1(x,2): 4x2(xz) = 2am(x)x(xz) + ot(:)(x)zx2 + 2Bo)(x)2xz + yco(x)3 z

1(x,2,2): 8(xz)(zz') + 4(x2)2 = owo(x)z'z2 + 2aw(x)(zz)z

i

1i(x,z,2'). 4(xz)(xz') + 2(zz’)x2 ao(x)(xz')z + an(x)(xz)z’ + aw(x)x(zz') + B(o(x)zzz’ .

3. Paramétrisation et classification

Nous énongons le théoréme de classification, dont la démoustration occupera tout ce
paragraphe. Nous avons :

3.1. Théoréme. A satisfait au moins une des identités suivantes:
a) (%) = e(x)x® + {1 - 24 — 4ADe(x)** + (427 - 2o (X,
b) (= QA+ Dox)x® - (A + 2290(x)’ % + (232 - Lex) x.
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Si 2A = 1 les identités ci-dessus coincident sur la relation (x°)° = 20(x)x’ - o(x)*2 On
précise I'énoncé du théoréme avec:

3.2. Proposition. Si 2A # 1, I’algébre vérifie une et seulement une des identités signalées
dans le théoreme 3.1.

Démonstration. Si [’on suppose le contraire, de I’égalité de deux identités on obtient
ox)(x = (1+Vox)x* + 2o(x)’x) =0 (car 24 -1 2 0) d'oi x* = (1 + Mo(x)x* - AoXx)’x
est vraie pour tous les éléments de poids non nul donc, par la remarque 2.1. I'identité est
vérifiée pour tout xe A. Ceci contredit la minimalité du degré de 'identité. »

3.3. Remarque. Quand 2} # 1 il y a une équivalence entre la coincidence des identités du
théoréme 3.1. et la vérification par I'algébre de Iidentité x* = (1 + Ao(x)x* - Ao(x)’x (on
s'enremeta [12]). =

La démonstration du théoreme 3.1 découle des résultats qui suivent, concernant les
scalaires o et v. Cependant, d’abord nous avons besoin de:

3.4. Lemme, Soit yeA, o(y)=1;siz= y2 -~y ona:
a) (a—-2yz=yz+z’,
b) (a® —3a—4y+2)z? —42° +2(a - 2yz’ =0;
¢) (a?-2a-4y)2° =0;si(a-2)2 =0, (o’ = 2a - 4y} - 3o - 2y + 2)2* = 0.

Démenstration. On a: 0 = (y*)’ - ay’ - By’ - vy. De y2 =y+zonay'=y+z+yz
et(yz)z =y+z+2yz+22 donc, 0 = y+z+2yz+zz-(x(y+z+yz)—ﬁ(y+z)—yy=
yz+ (2 -a)yz+ Z, ce qui établit (a). De meéme, en faisant ry(y,z) (remarque 2.3) il en
résulte: 4y*(yz) = 2ay(yz) + azy’ + 2Bzy +vz; or de y? =y + z on a yi(yz) = y(yz) + 2(yz)
et zy2 =yz+ 2 donc 4y(yz) + 4z(yz) = 2ay(yz) + ayz + az? +2(1 —o - y)yz+7yz; en
multipliant ceci par a—2 et en utilisant (a), on obtient (b). L'affirmation (c) sort de (a)
et de 11{y,2). Finalement, pour ce qui est de {d), si o =2 ety = 0 la relation se trivialise ;
de méme, si a = 2 et v # 0, 'identité (a) devient 22 +yz =0dou (2P = ¥'2* ; mais
zeKer(w) done (12)2 =0, ce qui montre "identité (d) dans ce cas particulier. On peut donc
considérer a # 2: de y> =y + z on obtient : (1) y’z* = yz*; puis, de la relation (a) on
déduit: (2) (oc—Z)Z(yz)2 = y222 et (0-2)yz)z = yzz. Or, de 1,(y,z,2) (remarque 2.3) on a
4(yz)2 + 2y = 20(yz)z + ocyz2 + B2* dou (a - 2)y2? = d(yz)* - 2a(yz)z - Bz puis, des
sustitutions (1) et ( 2) on obtient (o — 2)3yz2 = [4\(2 ~2ay(@-2)+ (1 —a—-y)a - 2)2]2Z )
P’énoncé découle du remplacement de vz’ dans la relation (b). »

3.5. Proposition. On a forcément 2y =a-2=0ouly za-2#0.

Démonstration. Montrons qu’on ne peut pas avoir 2y =a—2#0 ni 2yza-2=0.

Nous verrons que dans chaqun de ces cas A satisfait une train-équation d'ordre < 3. Soient

y,ze€ A telsquew(y)=letz= y* —y. Nous avons :

® Sio—2=2y#0, les relations 3.4.(a) et (c) deviennent respectivement 2yyz = yz + z°
et 4y°2° = 0; comme ¥ # 0, la relation 3.4.(d) donne Z° = 0 d'oui 2yz = z, clest-a-dire
2y = 3y? — y: donc l'identité 2x* = 3o(x)x* - o(x)’x est vérifide pour tout XeA
(remarque 2.1).
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e Deméme,si2y #a—-2=0de34.(a),ona Z+yz =0 douz’= —yz;or (z2)*=0
(car zeKer(w)), dou 0 = (22)* = y222 = —yz, donc z =0 (car y #0), c'est-a-dire y2 =y.
Par les mémes arguments devéloppés ci-dessus, l'identité x> = a(x)x est vérifiée par
tous les éléments de A. »

3.6. Remarque. Si 2y = o — 2 =0, A satisfait (x2? =20(x)x* - o(x)’x*. Cette identité,
vérifiée parmi d'autres par les algebres de mutation, réprésente une tentative de modeliser
le rétrocroisement en génétique des populations (sous la forme x* = '5 ((x*+x%) ; e £[9]).

Ces algébres n'ont pas forcément un idempotent, comme le montre I'exemple suivant: soit
A T'algébre ayant une base {u,v} et produits = u+v, 2uv = v, v’ =0. On prouve
sans difficuité que la forme linéaire : A - K définie par o(u) = 1 et o(v) = 0 est une
pondération; puis, des simples calculs montrent que (xz)2 = 2(1)(x)x3 - (o(x)zx2 est vérifie
sur A et que l'algébre n'a pas d'idempotents. =

Pour finir, analysons la situation 2y # a — 2 # 0. Pour cela, considérons les coefficients
facteurs de z° dans 3.4.(d) : o —2a—4y et of —3a—-2y+2:

3.7. Proposition. Sous les conditions2y #a—-2# 0,ona:
a) a2—2a—4y # a2—3a—2y+2‘
b) (o - 20— 4y)(o? =30 =2y +2)=0.

Démonstration La premiére affirmation est immeédiate, car 2y — a + 2 # 0. Maintenant,
supposons que (o -2a - 4y)(ot2 —3a—2y+2)#0: alors 3.4.(c) devient z’ =0 donc, par
3.4.(d), 22 =0. De ce fait 3.4.(a) devient (a-2)yz = yz. Ceci entraine (remarque 2.1) que
I'i"dentité (o — P =(a-2+ y)u)(x)x2 - ym(x)zx est vraie sur A. =

Maintenant nous sommes en mesure, d'établir I'énoncé du théoréme de classification: en
effet, soit LeK tel que (o — 2)A = v (forcément 2A # I); on a:

o Si o’-20-4y=0 alors afa—2)=4ydou o=4A Ceci veut dire que nous avons
. .. A3
Tidentité (x%) = 4ha(x)x’ + (1 = 24 — 40 0w(x)%% + (427 - 20)e(xPx.

o Si o’-3a-2y+2=0 alors ofa—2)— (o —2)=2y d'oi o= | + 2, et on obtient
lidentité (x3° = A + Do(x)x’ — (A + 21)ox)’ x> + 212 - Mo((x)’x.

3.8. Théoréme. Si A est 4 puissances associatives alors elle vérifie une des identités
suivantes : (xz)2 = m(x)x3 ou (xz)2 = 3(1)(x)x3 - 3co(x)2x2 + m(x)3x.

Démonstration. Soit xe A, avec o(x) = 1. Comme A est & puissanses associatives, x' =
ax®+ Bx’ +yx, d’olt =02+ B+ (af + X + oyx. Or, de 12(%,x* —X) on obtient: 4x°
= Bot+4)x* + (2B-3a)x’ +H(y-2B)x’ - yx = (3 +a+2P)x’ +3aB+2B+y)x’ + 3(ay+y)x. De
tout cela il vient que (o®—a+2B) + (af - 2B + 3K+ (ay —37)x =0.0r, sia = 44
il en résulte (2% — 1)x* = (422 — A - 1)x* + (3A — 4A%)x, ce qui contrédit la minimalité du
degré (car 2A #1). Par contre, si o = 1+ 2\ on obtient Pidentité A( A — 1)(x* = x) =0
d’ot forcément A = 0 ou 1. Les identités liées & ces valeurs de A sont celles signalées &
I’énoncé. «
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4. La décomposition de Peirce
Vu la classification faite ci-dessus, dans ce qui reste de I’article nous considérons 2\ #1.
4.1. Proposition. L'algébre admet toujours un idempotent (Ip(A) # ¢).

Démonstration. Soit yeA tel que si w(y) = 1. Si o = 4A, un simple calcul montre que
(I—Zk)"(y2 — 2Ay) est un idempotent. Si, maintenant, o = 2A + 1, en utilisant les relations
du lemme 3.4, un calcul (plus long) montre que (120 y‘ - 3ky2 + (422 - A)y ) est un
idempotent. =

4.2, Proposition. Pour tout entier n, Ker(o)" est un idéal de A.

Démonstration. Si ecIp(A) on a A = Ke ® Ker(w); de ce fait, comme Ker(w)Ker(w)" =
Ker(@w)"! < Ker(w)", il suffit de démontrer que eKer(w)""' < Ker(w)”' pour établir
inductivement le résultat. Pour cela, soient xeKer(w) et ze Ker{w)"; en faisant ri(e,x.z)
(remarque 2.3) on obtient (2-a)e(xz) = a(ex)z +afez)x + 3xz — 4(ex)(ez) d'ou I'énonce. =

4.3, Théoréme. Soit e un idempotent de A. On a:
a) A=Ke®U® Vavec U = {ueKer(®w)/eu= %u}, V = {veKer(w) / ev = Av}. De

plus, les relations d’inclusion et multiplicatives suivantes sont vérifiées:

b) U'cV,UVcUetUVicU.

¢) Selon la valeur de o (4 ou 1+ 21), V2 < U ou V> & V. De plus VU? < UBU.

d) Pourtout x,y, z, Z e Ker(m): Z(zx) = 0, 2(xz)2 +x%2 =0, 2(xz)(xz’) + (zz’)x2 =),
(xy)(zz") + (xz)(yz’) + (x2’)yz) =0 et 47 (ez) = a2,

Démonstration. Dans ce qui suit, il faut avoir en téte les relations de ia remarque 2.3. De
r(e,z) on obtient 2e(ez) — (1 + 2A)ez + Az = 0. 1l s’ensuit que L : Ker(w) — Ker(w)
définie par z—> ez, vérifie (2L — 1d )o(L — Ald) = 0 ; elle admet donc les valeurs propres

distintes ’2 et A ceci montre (a). Quant a (b) et (c), il suffit d’employer les relations de la

remarque 2.3: en effet, par exemple, pour ce qui est de (c), de rye,v,v): 4(ev)y +2ev’ =
2a(eviv + aev? + BV dou (o —2)ev’ = (47 -2ah +a+y— 1V :si a = 4, ona
VieU; par contre, si o = 1+2A alors V2c V. Quant 4 la derniére affirmation, si vicu
ne pose pas de problémes; puis, si VZeV (a=1+234), derseu,v): ona vu’ =2(uv)y,
dou VU c U »

4.4, Remarque.La relation 42%(ez) = a2’ entraine que @=0, pour ueU. En polarisant on
obtient I’identité de Jacobi pour les éléments de U : s(uw) + w(su) + u(ws) = 0. Enfin,
forcément V # {0}: le cas contraire, on montre sans difficulté que A vérifie x° = o(x)x. =

4.5. Proposition. Soient ecIp(A) et §=(1-21)". Ona:

a) Ip(A)={e,=¢c+c+380° / oeU) Puis, si A=Ke;, ® U, ® V, est la
décomposition de Peirce par rapport a I’idempotent e;, ona:

b) Us={us=u+20cu / uelU}et Vo={vs=v-28flc)v / veVi}ouifloc)=0¢
si Vic Vet flo) = 6 +86” si Vi< U.

c) L’application lingaire T, : A —> A, T4(X) = X4, €st bijective.



Downloaded by [The UC Irvine Libraries] at 15:14 03 March 2015

2196 MALLOL AND SUAZO

Démonstration. Comme u’ = 0, il est simple de constater que €; € Ip(A). Pour la
reciproque, soit e€Ip(A); comme w(e)=1, € = e+ u+ v avec ueU et veV. De € =¢
ona(l—2A)v = (u+v)’; mais ((u+ v)** =0, donc (1 = 2A)v = w? + 2uv. Or, wveU : il
s’ensuit que v = Su’ donc que € = e, . Quant 4 (b), montrons la deuxiéme affirmation :
soit x = u + v ; en tenant compte des relations données par 4.3.(b) et (c), de I’équation e, x
= Ax on déduit : (1) dans le cas V> c U: 2\ —1)u = 2(ov + S0u + 8o°v) et ou =0 ; (2)
dans le cas V2 c V : (2A -1)u = 2(ov + 86°u) et ou + 5c%v = 0. Or, dans les deux cas 6°u
=0 : en effet, pour le cas (1) ceci sort de ou = 0 et de I’identité de Jacobi (remarque 4.4) ;
pour le cas (2), il suffit de multiplier 2A —1)u = 2(ov + 30°u) par o® et d’utiliser les
relations données dans 4.3(d). L’affirmation (c) est immédiate. =

4.6. Proposition. Parmi les invariants de 1’algébre, nous avons :

a) les dimensionsde Uetde V ;

b) les idéaux UV + V2 + U%, U @ U%, Anny(U) et Anna(U GU?) (ot Anny(Y) est le sous-
espace { xeX/ xY=01});

¢) la sous-algébre C» = Ke ® U & U? (appelé le coeur de ’algébre).

Démonstration. La premiére affirmation est immédiate car U, = To(U) et Vg = To(V).
Par la suite, on s’appui sur le théoréme 4.3 : Ker(o)’ = UV + V2 + U? = est un idéal
invariant de A. Pour le reste, on a A(U & U2) =U+U+ U+ VU+ VU2 =UB U% puis,
pour tout seU, U, c U® U? d’ou U2c (U @ U?? c U @ U? donc U;®U2Z c U ® U?;
comme Ip(A) = {&; / o €U } il s’ensuit que U; ® Uf, =U® U donc que U ® U? est
un invariant de A (comme e, € Ke ® U @ U? on remarque que I’affirmation (c) en

découle). Pour ce qui est de la structure d’idéal de Anny(U) et Anna( U®U?) on utilise les
mémes méthodes; pour leur invariance on s’en remet a la proposition qui suit.

4.7. Proposition. Anny(U) = Anny(UBU?). De plus, Anna(USU?) = MU ® NV,

Démonstration. II est clair que Anny(U ® U?) © Anny(U) ; pour la réciproque, de la
linéarisation de u> = 0 on obtient us? + 2s(us) = 0 pour tout u, s €U ; de ce fait, si
ue Anny(U) alors ue Anny(U?), ce qui établit la premiére égalité. Quant a la seconde, il
est clair que AnnA(UGaUz) = Anny(UBU?) & AnnV(UGBUz) ; montrons que Annu(U@Uz)
=Us: on a Tsu) = u + 28ou donc To(Anny(U)) = Anny(U) d’ou Anny(U)c NU.
Reciproquement, soit x € (U, ; (donc xeU, car U = Ug) : pour chaque ceU, existe ueU
tel que x = u + 28cu ; d’ou pour tout 6eU, x —u=o0u =0 (car x —u € U et ou € V); il
s’ensuit que x = u donc xe Anny(U). Enfin, que Anny(UBU?) = NV, se démontre avec
les mémes techniques. *

S5.Lecas:a = 4A
On rappelle que A vérifie (x2)’ = 4Aw(x)x’ + (1 - 2A — 4o’ + (41 - 20)o(x)’x

et admet une décomposition de Peirce A = Ke ® U &V avec UV cV,UVcUet Vicu.
En plus des relations données dans 4.3.(d), de VicUona:

5.1. Proposition. U = {0} et UV? = U?V? = {0}. De plus, pour tout u, seU, v, weV,
on a: u(sv) + s(uv) = (uv)(sw) + (uw)(sv) = 0.
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Démonstration. Si 'on avait U = {0}, alors x* = (1 + A)o(x)x* — Aw(x)’x serait vérifice.
Le reste ne pose pas de problemes (les mémes techniques utilisées ci-dessus). »

5.2. Remarque. Avec I’identité de Jacobi pour les éléments de U et les relations données
dans la proposition ci-dessus, on montre sans difficulté que les morphismes de Peirce sont
multiplicatifs sur U. Par la suite, nous aurons besoin des quatre premicres puissances
principales de xe A, avec w(x)=1: x = e+u+yv, X2 = e+u+2Av+ud+ v+ Quy,
2% = 2e+ 20+ 2022 + v + 20 + Du® + (dA + DvZ + 4(A + Duv + 2u’v + 4v(uv) et
4x'=de+4u+ 4R + A+ DV + 47T+ + D + (87 + 8+ 1V + 82 + A+ Duv +
(4h + 6PV + 421 + 3)v(uv) + 4v(u®v) + 8v(v(uv)). =

5.3. Proposition. L’algébre C, = Ke @ U @ U? est train de rang 4.

Démonstration. Remarquons que (U?)* = UXU?)? c U*V? = {0}. Avec les relations du
théoréme 4.3 et de la proposition 5.1 et en utilisant le fait que To(u?) = To(u)® {remarque
5.2) il vient que (U = {0} est un invariant de structure, donc (U2)’ = {0} d’oa v=0
pour tout ceU et veU? Or, comme v, = (v =2(56 +(56)*)v), du cube nul on déduit que
({ov)v)v = 0. Ces précisions étant faites, soit x€A, w(x) = 1; en tenant compte des
puissances développées 4 la remarque 5.2, on a : 4x" — 2(3+2A)x” + 2(143A)x* - 2Ax = 0,
d’ou I’énoncé. =

5.4. Proposition. Le quotient A/Anny(U) est une algebre train de rang 3.

Démonstration. Comme Anny(U) < Ker(w), @ = wop (ol p: A = A/Anny(U) est la
projection canonique) est une pondération. Pour établir le résultat il suffit de constater
que si X€A, alors -1+ k)(n(x)x2 + Ao(x)ix € Anny(U) ; en effet, soit x=e+u+v;
par la remarque 5.2 ona: 20 =201 + A+ dx = 4(uvyv + 2V + 2vu? + (24 —1)V?, ce
qui donne un élément de U. Puis, si seU, montrons que s(x> = (1 + MxE+ Ax)=0:en
effet, on a s{{(uv)v) = — (uv)(sv) = 0 (ces égalités se déduisent, respectivement, des deux
derniéres relations de la proposition 5.1); de méme, car Vic U, sV’ = s(vvz) =- (sv)v2
enfin, comme UV? = {0}, il vient que (sv)V* = s(vi’) =sy* =0 »

5.5. Corellaire. Anny(U) = {0}. =
5.6. Proposition. Si A est de dimension finie, ’idéal U © U? est nilpotent.

Démonstration. Comme Anny(U)c Ca = Ke ® U @ U, par fa proposition 5.4 I'algébre
quotient Cu /Anny(U) vérifie X} = (1+0)B00x* ~Ae(x)x, d’ou UBUY Anni(U) satisfait
Pidentité x* =0. Il s’ensuit que UBUY/Anny(U) est nilpotent (c.f.[14] page 114), donc il
existe un entier n tel que (UBU?)" < Annyy(U). De ce fait, par la proposition 4.6, il vient
que (UBUY)™' < Anny(U)(UBU?) = {0}, -

6. Lecas:a = 1+2A
Les démonstrations des résultats qui suivent utilisent les mémes techniques employées

dans le paragraphe précédant. Cest pour cela qu’elles sont en général omises, sauf dans
certains cas ou on donne quelques indications.
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On rappelle que A vérifie %Y = h+ Do) - (A + 22 (x)x% + (242 - Mox)x et
admet une décomposition de Peirce A=Ke ®U @ Vavec U’ c V,UVc Uet Vie V.
Outre les relations exprimées dans 4.3.(d), le fait d’avoir V2 < V donne

6.1. Proposition. Soient u, seU et v, weV, alors : v¥ =0 (d’ou I'identité de Jacobi pour
les éléments de V), u(vw) = (uv)w + (uw)v (donc UV2 c (UV)V < UV), et v(us) = (uv)s
+ (sv)u (donc VU? ¢ (UV)U < U?).

6.2. Proposition. Les sous-espaces UVOV, UVOU?, VO(U? + V?), Anny(U) et Anny(U)
sont des idéaux invariants de A.

Démonstration. Montrons-le pour Anny(U): que (Ke © U)Anny(U) < Anny(U) est
unmédiat; puis, comme u(vw) = (uv)w + (uw)v et UV c U, si ve Anny(U) 1l s’ensuit que
vV < Anny(U). L’invariance de Anny(U) est donnée par la proposition qui suit. =

6.3. Proposition. On a : Annx(U) = Anny(U) @ Anny(U) ; de plus, Anny(U) = (Vs . =
6.4. Proposition. L’algébre A vérifie x* = (1 + 20)o(x)x’ ~ (2A + 7«.2)(1)()()2)(2 + Ao(x)'x.

Démonstration. On calcule x* — (1 + 20 + A+ A x>~ A avecx =e +u+v, en
tenant compte des relations suivantes : pour tout u € Uet ve Vona: 2u(uv’) = u’v’;
uV + 2'v)v =0 u(u®v) =0 et enfin, (uvi)v = 2((uv)v)v = (uv)v* = 0. »

6.5. Lemme. Pour tout x, ye A, x*(xy) - x(x’y) € UV®V.

Démonstration. Soient x, ye A ; onpose x =o(x)e +4du+sety = o(y)e + 4w + z (il va
de soi que UBV =U + (UV@V)) avec u, wel et s,z € UVSV. Or, du fait que UVEV
est.un idéal, d’un petit calcul on obtient x*(xy) = o (xy’m(y)e + 3o oy + o(x)Pw + §’
et x(xzy) = (o(:x)3(o(y)e + 3w(x)2(o(y)u +o(xy’w + z” avec s°, 22 eUVV. L’énoncé suit. =

6.6. Corollaire. Le quotient A/UVBV et Ker(w) sont des algébres de Jordan. =

Si I’on pose x = o(x)e + u + v et "on calcule "expression xi(xy) — x(x’y) de fagon
détaillé, on obtient xX(xy) - x(x’y) = M1 — Me(x)o(y)[2uv + v* + (1 = 23 )a(x)v. On voit
que pour A = 0 ou A = 1, Ialgébre est de Jordan. Tout ceci permet de compléter, en
donnant la réciproque, le théoréme 3.8 :

6.7. Théoréme. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) A est a puissances associatives.

b) A satisfait une des identités: (x*Y = o(x)x’ ou (x*} = 3o(X)x’ - o)’ + o(x)x.
¢) AestdeJordan. =

Les autheurs tiennent & rémercier le referée de ses conseils.
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