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RESUME

Nous étudions le dictionnaire de passage entre deux décompositions de Peirce de
ce type d'algébre et les morphismes ad hoc qui entrent en jeu.

1. INTRODUCTION

Les algébres pondérées (A, ) vérifiant 1! = w(x)*x ont été approchées
selon trois points de vue: S. Walcher [5] établit que ces algebres sont
génétiques et il montre qu’elles ne sont pas en général des train-algebres de
rang 3 bien qu’elles soient obtenues a partir de I'équation 2x° — w(x)x? —
o(x)®x = 0 (cf. [2]). Puis, dans [1], en partant de la notion de relations
polynomiales symétriques on établit qu’il suffit que @ soit une forme linéaire,
sa multiplicativité résultant de la relation x®®! = w(x)%x. Enfin, dans [4] ces
algébres apparaissent comme étant de Bernstein d’ordre 0 et de période 2,
notées B(0, 2)-algebres; nous garderons cette appellation. On y démontre
que si K est un corps de caractéristique 2 ou si A est une algébre associative
alors toute B(0, 2)-algébre est quasi-constante. Par conséquent dans ce qui
suit K est un corps commutatif de caractéristique > 5 (non nécessairement
infini) et A une K-algebre commutative, non associative.
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9. STRUCTURE DE L’ALGEBRE

DEFINITION 2.1, Une algébre pondérée (A, w) est B(0, 2) si P =
(x)%x pour tout x dans A et il existe y € A, y? #+ w(y)y.

PROPOSITION 2.2. Les énoncés suivants sont équivalents:

(a) A est une B(0, 2)-algebre.

b) Hexistee €A, e?=cetonaA=Ke®UDV, U={x|ex = 3x},
V={xlex=— 3x}, avec V+{0}, U2CV,V2CV,UVCU, x*(xy) = 0
pourtoutx €UV, y € A.

(c) Il existe un idéal S, e € A, z €S tels que codim S =1, e® = ¢,
ez = — 32+ 0, et pourtoutx € S, y € A, e(ex) = 3x, 2xy)? + x%y? = 0.

Démonstration. (a) = (b): Pour l'existence d’un idempotent dans A, la
décomposition Ker w = U @ V et les inclusions on se référera a[5]. On a
V # {0}, car sinon on aurait U? = {0} dot y® = w(y)y, y € A, ce qui
contredit la définition 2.1.

(b) = (c): L'espace S = U @ V est un idéal de A. Montrons que 2(xy)°
+ x%y* = O pour x € S, y € A. En polarisant x%(xy) = 0 on trouve 2(xy)*
+x%y? =0 pour tout x, y €S. En prenant x =u +vouu €U v €V
on vérifie sans difficulté que 2(ex)* + ex® = 0.

(c)=(a): Onae&S§, sinon e3> = e doil e = 0 et S = {0}. L'applica-
tion w: Ke ® § > K, ae + x = a est une pondération de A. En dévelop-
pant 2[x(x + ) + x(x + y)? =0o0u x €8S, y € A on obtient x*(xy) =
0. Alors par un simple calcul on vérifie que pour tout @ € K, x € § on
a (ae + 21 = a*(ae +x). Soit z€ S, z# 0 tel que ez = — 1z; on a
(e +2)* # e + z, sinon 2% = 2z d'ot1 0 = 2P = 8z ce qui est impossible. 1l
existe donc x € A tel que x® # w(x)x cest-a-dire que A est une B(0, 2)-
algebre. n

COROLLAIRE 2.3. Soit A = Ke @ U @& V une B(0, 2)-algébre. On a A> =
A, dimyg A > 2 et la sous-algébre Ke ® V est une B(0, 2)-algebre.

Démonstration. Pourtout x € Kerwona x =u + v = 2e(u — v)d'ot
A C A% Le reste découle de la proposition 2.2. =

Désormais A désignera une B(0, 2)-algebre.
Les relations suivantes seront souvent utilisées dans la suite.
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PROPOSITION 2.4.
*(xy) =0, x(x%y)=0; zx€Kerw, y€EA; (1)
2(xy)(xz) +x%(yz) =0;  x,y,z € Kerw; (2)

ux + 4ufu(ex)] =0, v?x —4v[v(ex)] = 0;

(u,v,2) € U XV X Ker w; (3)
u = 0; ueU (resp.V); (4)
(us)t + (ut)s + (st)u=0;, u,s,t €U (resp.V); (5)

(us)v = (sv)u + (uv)s;

(u,5,0) EUXUXV (resp.VXVXU). (6)

Démonstration. Les relations de (1) ont été établies en [5]. Quant aux
autres relations, en linéarisant I'identité xz(xy) =0(x € Kerw, y € A) on
obtient (x,x,Xx;y) + (x,2; x,y) + (xyx;Xx,y) = 0 avec x,, x,, x3 €
Ker w, y € A. Si on pose x, =x, =x, x; =2z on a (2), Puis, si x; =x, =
u€eU x;=x € Kerw, et y =e onau(ux) + u®(ex) = 0 dotr ululex)] +
u?[e(ex)] = 0 d'ott (3) car e(ex) = 3x. La relation (4) découle de (3). Enfin,
si (x), 2) =(u, ) €UXU, x;=t€U [resp. x,=vEV]et y=e,il
en résulte (5) [resp. (6)]. ]

De la relation (1) il apparait que Ker w est une algébre de Jordan.
Cependant, A n’est jamais de Jordan, car:

PROPOSITION 2.5.  L’algebre A n’est pas a puissances associatives.

Démonstration. Si A était a puissances associatives, le spectre de I'appli-
cation L,: x — ex serait contenu dans {0, %, 1}. [ ]

3. TRANSFORMATIONS DE PEIRCE ET AUTOMORPHISMES

Dans [1] on établit que Ip(A) = {e + u + tu? | u € U}. Dans la décom-
position de Peirce A = Ke ® U @ V, les espaces U et V dépendent du choix
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de I'idempotent e. Dans la proposition ci-dessous on étudie la relation entre
deux décompositions de Peirce.

PROPOSITION 3.1. Soient e, ¢’ € Ip(A), Ke® Ud VetKe' @ U & V'
les décompositions de A relativement a e et ¢'. Alors il existe un unique s € U
telque U ={u +sulueUlet V' ={v —sv|lveEV}

Démonstration. Montrons U’ = {u + su | u € U}, la démonstration
étant identique pour V' = {v — sv | v € V}. Or, il existe un unique s € U
tel que ¢’ =e +s + 1s%. Soit x =u + v, (u, ©) €U XV, alors 2¢'x =
(v + 2sv + s%u) + (—v + 2su + s%v). Donc x € U’ si et seulement si on a
(@): 250 + s%u = 0 et (id): 20 = 2su + s2ov. A laide de (1) et (3) on déduit de
(i) que s>v = 0, dott v = su et x = u + su. Réciproquement, si x = u + su,
ou s, u € U, avec les relations (1) et (3) on établit sans probléme que
2e'x = x. [ |

Soit e € Ip(A); lapplication s — e + s + 3s* étant bijective on note

e,=e+s+ 5%, u,=u-+su, v,=v—sv et Ke, ® U &V, la décom-
position de Peirce relative a e,.

Les transformations de Peirce associées a I'idempotent e, sont les applica-
tions ¢, : A — A, définies par ¢ (Ae + u + v) = Ae, + u, + v, A € K (cf.
[3D. Elles sont linéaires et bijectives. Pour simplifier 'écriture on notera
¢(x) ==x, (on a, donc, (x +y), =x, +y, et x, =0 < x = 0). Enfin, on
note P, ensemble des transformations de Peirce qui émergent de la décom-
position déterminée par ¢, i.e., P, = {¢, |u € U}. On convient que ¢, = e,
Uy=U V,=VetP,=P.

Ces applications ne sont pas en général des morphismes d’algebres. En
particulier I'image par ¢, d’'un idempotent n’est pas toujours un idempotent
comme on peut le voir dans I'exemple qui suit.

EXEMPLE 3.2. Soit A =Ke @ U@ V avec {u,, u,, u;, u,} base de U,
{v), vy, v, v} base de Vet u? = v}, ujuy, = vy, U Uy = 305, UL, = — Uy,
ULy = Uy, UG = Uy, Ugly = 305, Ug) = Uy, Ugly = = U, VO, = Vg, U3
= - 1vs, }es autres produits étant nuls. On a (,o,él(eu2) =e+(u, +u,
- ?u3) + 3(v, + 20, + 1), or (u, + uy, — zuy)* = (v, + 20, + vy)
— 303, donc @, (e, ) & Ip(A). [ |

PRrOPOSITION 3.3.

(a) ¢,(Ip(A4)) c Ip(A) = s*U? = (0}
(b) @,(Ip(A)) + Ip(A) = sU? + {0}.
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Démonstration. (a): Pour tout u € U, ¢(e,) € Ip(A) si et seulement si
on a (u+s— gsu®)® =(u+s)? par (1) et (3), ceci est équivalent a
2
= 0.
(b) Pour tout u € U, ¢e,) = e,,, — 3su’. Par conséquent si sU* = {0}
onae, = ¢le,_,) et donc Ip(A) € ¢ (Ip(A)).

PROPOSITION 3.4. P C Aut(A) < U? C Ann[(Ker w)?].

Démonstration. Soit x = u + v, u € U, v € V. Avec les relations (3) et
(5) on a @ (x?) = @,(x)? si et seulement si [s(u — v)P* = 0, i.e., [s(ex)]? = 0
d’ou par la relation (2), $2x2 =0, ]

REMARQUE 3.5. Soit ¢ € Aut(A) comme ¢(e) € Ip(A) il existe un
unique s € U tel que ¢(e) = e,. Il s’ensuit que e(U) =U,, ¢(V) =V, et
que Uapplication f = ¢, ' ° ¢ vérifie f(e) = e, f(U) = U, f(V) = V. Posons
F={g, 'eplt e U, ¢ Autg(A), p(e) = e,}; par construction tout auto-
morphisme s’écrit de maniere unique: @ = @, o f. Plus généralement, si
s€U onpose F,={g ' cplt €U, ¢ € Auty(A), ole,) =e,}; bien en-
tendu, F, = F. ‘

PROPOSITION 3.6.  Pour tout f € F N Autg(A) on a: fo @ = ¢,y fet

g of=fe Pr-1(s)e

Démonstration. 1l suffit d’appliquer fo ¢, et @y °f a e ueU et
v eV, |

THEOREME 3.7.

1) P, =P, Vs U U?={0}ets(tv) =t(sv),Vs,t € U v €V. Dans
ces conditions, P C Aut(A).
2) Les énoncés suivants sont équivalents
(@) U c Ann(U? + UV).
(b) Pourtouts, t € U, ¢ o, €P.
(¢) Pourtouts, t €U, ¢ 0@, = ¢,
(d) P est un sous-groupe abélien invariant de Aut( A).
Dans ces conditions, P, = P pour tout s € U.

R

Démonstration. 1) Si pour tout s€U on a P,=P alors VYt U
il existe u € U tel que ¢, = ¢,. En identifiant les termes de ¢,(s) =
@, ((s = 5%),) = ¢,(s) on dedu1t que (ts)s + 2ts? = 0 donc, par (3), Ut =
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{0}. Puis, de cpt(e) ¢,(e,) on a u =t. Enfin, la relation s(tv) = ¢t(sv)
decoule de (pt(v ) = ¢,(v,) et de (6). La réciproque se fait sans difficulté. De

= {0} il vient UX(U? + UV) = {0}; puis de s(tv) = t(sv), pour tout s,
t € U, v €V, avec (2) et (3) on montre que U2V ? = {0}.

2) (d) = (b) est immédiat. On va montrer: (a) = (c) = (b) = (a) et
(a) = (d). (@ = (o) 1l suffit dappliquer @, o p, et ¢,,, a e, u € U, vEV.
L'implication (c) = (b) est triviale. (b} = (a) Par hypothese pour tout s,
te U il exdste u € U tel que ¢,° ¢, = ¢,. De (¢, ° g Xw) = ¢,(w) ou
w € U on obtient w(s + t — u) = s(tw) = 0 (2.2). Avec la méme technique
ona s(tw) = 0 quand w € V. Ceci prouve que U(U Ker{ w)) = {0}. (a) = (d)
En appliquant (3): U? Ke{w) = {0} d'ot U? Ke{w)® = {0} donc P C
Aut ¢ (A), (prop. 3.4). Ensuite pour tout s € U, d'apres (d) on a ¢,c @_, =
id, dott ¢! = ¢_, et P est un sous-groupe de Aut( A); il est invariant car
Vo € Autg(A), u € U avec 35 et 36 on a o, =@ ofeq, =
@ ° Py f = QB o f = @puy e @ m

ProrosITION 3.8.  Dans les conditions du théoréme 3.7-(2) on a:

(a) F est un sous-groupe de Auty(A) et F = Aut (A)/P.
(b) Pour tout s € U, F, = int,(F).
(c) Auti(A) est tsomorphe au prodmt semi-direct U v F.

Démonstration. (a): On a F = {f € Auti(A) | f(e) = ¢} donc F est un
sous-groupe de AutK(A) Puis pour tout ¢, ¢ € Autg(A), ¢ = ¢ f
p=@egona el =p_ Feexnofog ~1 (cf. 3.6) dou @o aJJ P
e fogleP=f=g car PNF ={id,}. Donc la restriction a F du
morphisme Autg(A) — Auti(A)/P est injective.

(b): Comme P, est un sous-groupe de Autg(A) (car P, = P),si g € F,, il
existe u €U tel que g=¢@,°of. Or, e =gle) = (g, ofcpNe) =
(pwf}s)(f(e)) =€, ps dou u=s—f(s) donc g =@ o y°of =
@ofop.

(c): On a(s, HV(t, g) = (s + f(t), fog); Vapplication (s, f) = ¢, f
est un isomorphisme de U v F sur Aut(A). .

Dans l'exemple suivant P n’est pas un sous-groupe de Aut,(A):

EXEMPLE 3.9. Soient A = Ke @ U ® V, {u,, u,, u,} base de U et {v,,
v,} base de V avec u} = v, u u, = vy, U, = — Uy, U0, = Uy, les autres
produits étant nuls. On vérifie que A est B(0, 2) et on a U® # {0}.
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THEOREME 3.10.  Si dim ¢ A < 5 alors P est un sous-groupe de Aut(A).

Démonstration. La situation U® # {0} ou U(UV) # {0} entraine
dim,; A > 6. En effet, si U® # {0} il existe u et s dans U tels que u’s # 0;
montrons que les systémes {u, s, u’s} et {us, u?} sont libres. Si au + Bs +
yu®s = 0 en multipliant par u* on a B = 0 [cf. (4) et (6)] puis en multipliant
au + yu®s = 0 par u on obtient & = 0. Que {us, u®} est libre est immédiat.
Avec les mémes techniques on montre que si UV? # {0} ou U?V # {0}
dimg A > 6. Ceci permet de supposer U(UV) # {0} avec UV? = (0} et
U?V = {0}; il existe donc u, s € U, v € V tels que u(sv) # 0. De la relation
(6) on a u(sv) = —s(uv) dou uv # 0 et s(uv) # 0. Le systeme {u, s, uv,
sv} est libre: comme UV ? = {0}, en multipliant par v la relation au + Bs +
yuv + 8sv = 0 on obtient [cf. (3)] auv + Bsv = 0 d’ou as(uv) = 0 et donc
a = = 0. Enfin, en multipliant yuv + 8sv = 0 par s, ys(uv) = 0 d'ou
y=6=0, |

Par construction les ensembles P et F sont tres liés. Cependant, comme
le montre I'exemple qui suit, on peut avoir P, = P mais F, # F, pour tout
se U

EXeMPLE 3.11. Soit A de base {e, u, v,, vy}, eu = 3u, ev, = — 3v,,

u® = v,, v; = v}, les autres produits étant nuls. Pour tout A € K, la matrice

d’un élément de F,, est:

1 0 0 0
(1-a)A a 0 0
27 (1-a)’A2 (1-a)r o B
0 0 0 ea

avec a € K*, e K, e {-1,1}.

Les éléments de F,, N F,,, avec A # u sont de la forme

O - o

o OO -
o O -=O
n oo

dou F, # F.
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Notons que F est isomorphe 2 K* X K X {—1, 1} munit de la structure

de groupe définie par (a, B, eXa’', B', &) = (aa’, a’B' + &£'Ba’, e&').

Nous remercions le Referee pour ses remarques judicieuses.
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