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ABSTRACT 

Nous reprenons l’ttude des dhivations dans les alghbres gamhiques commenche 
dam I et poursuivie daus II. Dans ce contexte, nous nous sommes interessb aux 
dhivations intkieures dont une description complete y est don&e. Par la suite nous 
avons examinh le processus de duplication d’une algkbre et le calcul des dkxivations de 
la dupliquhe d’une algkbre gamhttque. Finalement nous avons month que l’ensemble 
des idempotents reste invariant, h une bijection p&s, quand on passe d’une algkbre 
gamhique h sa dupliquke. 

This paper gtves a complete account of derivations and inner derivations of 
gametic algebras, in the most general setting. 

1. DERIVATIONS ET DERIVATIONS INTERIEURES 

1.1. Prdiminaires 
Soient K un corps commutatif de caractkistique z&o, K[ X,, X,, . . . , X,] 

la K-algkbre commutative et associative B &ment unit& des polynbmes en les 
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indeterminees X,, X,, . . . , X, a coefficients dans K et A = G(n + 1,2m) le 
sous-Kespace vectoriel de K [X,, X,, . . . , X,] engendre par les monomes 
X$X? . . . X2 tels que Z;+)i,= m. Sur le Kespace vectoriel A on definit 
une structure de K-algebre commutative, non associative et sans element 
unite dont la table de multiplication relativement a la base cidessus s’ecrit 

(~2x2 . . . x2)( x&y” . . . XL) 
1 ” 

= 2m -’ ( 1 m 
k,+ ..:k”_( i”~jo)(ill.:l) 

in + in . . . 
i 1 k” xgk”xp . . . x$, 

queues que soient les suites d’entiers (io, i,, . . . , i,) et (j,, jr,. . . , j,) verifiant 
CtEOik = m et C;_Ojk = m. On dira que A = G(n + 1,2m) est la K-alg&re 
gumktique dune population 2m-pldide avec n + 1 alleles. 

On sait que toute algebre genetique A est pond&e par une unique 
fonction poids (cf. [4]), c’est-Mire, il existe un morphisme unique non nul 
w: A + K de K-algebres. Si A = G(n + 1,2m) est la K-algebre genetique 
cidessus construite, la ponderation o : A --) K est donrke par o( X2X2 . . 
X2) = 1, pour toute suite d’entiers (i,, i,, . . . , i,) positifs vkfiant Ci=o i, = m. 
Or, une algebre gametique A sur un corps K de caracteristique zero est 
uniquement pond&&e, c’est-Mire, elle admet une unique pond&ration 
w : A --f K et pour toute. extension K + L oti L est un corps commutatif, la 
L-algebre ABK L admet aussi une unique ponderation, a savoir, o’ = 
oQDid=: AaK L + L. En effet, ti suffit de voir que si A = G(n + 1,2m) est la 
K-algebre gametique dune population 2m-ploide avec n + 1 alleles, alors 
ABE L est la Lalgebre gametique dune population 2m-ploide avec n + 1 
alleles. Done, pour toute dhivation d: A + A de A, on a w 0 d = 0 (cf. 
[l, theoreme 3.61). La reciproque de cette assertion est vraie si m = 1 (cf. 
19, lemme 2.11) mais si m >, 2, il existe des applications K-lineaires d : A -+ A 
vrkifiant o 0 d = 0 qui ne sont pas des derivations. 

EXEMPLE 1.1.1. Considerons, dam la K-algebre A = G(2,4), l’applica- 
tion K-h&ire d: A + A definie par d(e,) = e, - e2, d(e,) = 0 et d(e,) = 0, 
oti e, = Xi, e, = X,X, et e2 = Xf est la base naturelle de la K-algebre A. Il 
est evident que o 0 d = 0 mats d(eo) = e, - e, et 2eo d(e,) = fe, - $el - ie2, 
ce qui nous montre que d : A + A n’est pas une derivation de A. 
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Le lemme suivant est immkliat et il nous dit, en particulier, que dam le 
cas ou K = IR, les constantes de structure de la K-algebre A = G(n + 1,2m), 
relativement a sa base naturelle, peuvent &re interpretk comme des proba- 
bilitb, ou encore, G(n + 1,2rn) est une R-algebre stochastique (cf. 
[12, chapitre 1, B]). 

LEMME 1.1.2. Q~Zles que Gent ks suites d ‘entiers positifs (io, i,, . . . , i,) 

et (jo,jl,..., j,) uh@nat C;!ai, = met C;=ojk=m, on a 

Si d : A + A est une Kderivation de A = G( n + 1,2m), pour toute suite 
d’entiers positifs (io, i,,. . . , i,) vkfiant C;!oik = m, on peut kcrire 

d(X&..X+ c (y. 
ao,....n,; jo,..., j. 

xk . . . xi 
j. + . + jn - m 

Oh les OLi,,. _, in; jo,. ., jm sont des t%ments de K. Comme, pour toute derivation 
d deAonawod=O,alors 

C ai, ,..., in;jo ,..., jncoy 
j. + + jn = m 

En part&her, sur les idempotents de A contenus dans sa base, c’est-a-dire, 
sur les monames du type XF (k =O,l,..., n), on a 

jo+ ... +jn-m 

jfi 

d(Xkm)= c a0 ,..., m ,..., 0; j. ,.... 
(go... 

jn xi - xp) 

j. + . + jn - m 

jk * m 

(k=O,l,..., n). 

Nous montrerons, par la suite, que parmi les coefficients ao,, , m,. ,o; j,,,. _, in il 
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y n( n + 1) non nuls et que ceci suffisent a construire les derivations de la 
K-algebre A = G(n + 1,2m). Cette construction sera reprise dans le para- 
graphe 1.3. 

1.2. L’alghe de Lie M x A 
s.d. 

Soient K un corps commutatif, n >, 1 un nombre entier et M,(K) la 
K-algebre des matrices n X n a coefficients dans K munie de sa structure 
naturelle d’algebre de Lie, c’est-adire, [a, /?I = a/3 - Pa quelles que soient les 
matrices a et j3 dam M,(K). Considerons, sur le K-espace vectoriel K” 

la structure de M,( K )-module a droite definie par xa = 
(C~_--lxiail,...,C~_,xiai,) si x=(x,,...,x,) est dans K” et a=(aij) est 
dans M,(K). Ceci nous permet de definir sur le K-espace vectoriel K” x 

M,,(K) une structure d’algebre de Lie au moyen de la multiplication 
[(x, a), ( y, p)] = ( XP - ya, [a, /3]), quels que soient les elements r et y dans 
K” et a et j3 dans M,,(K). Le rkultat suivant (cf. [9, thkoreme 2.31) nous dit 
quelle est la structure de cette algebre de Lie, notee K n x M,(K). 

s.d. 

TH~ORI%ME 1.2.1. Soient K un corps commutatif et n >, 1 un rwmbre 

entier. L’alg&re de Lie K” x M,,(K) n’est &soluble que si n = 1 ou si n = 2 
s.d. 

et la caractkristique de K est 2. Dans tous ks cas elle n’est jam& nilpotente 

ni semi-simple. 

On remarque que la construction de l’algebre de Lie K” x M,,(K) (s.d. 
s.d. 

pour semi-direct) ne depend pas de la caracteristique du corps K mais il va 
de soi que dans le cas des algebres gametiques, la caracteristiques de K est 
zero. De plus, cette construction peut se faire m8me si K est un anneau 
commutatif B element unite. 

Plus g&-&ralement, soient K un anneau commutatif a element unite, M 

un K-module unitaire et A une K-algebre associative a element unite. 
Supposons qu’il existe sur M une structure de A-module a droite unitaire au 
moyen dune loi de composition M X A -+ M, (x, a) - xa et considerons sur 
le K-module A la structure d’algebre de Lie definie par [a, /3] = a/3 - pa 
pour a et j3 dans A. Ceci nous permet de definir sur le K-module M X A une 
structure d’algebre de Lie, not&e M,s,A, en posant [(x, a),(y. /I)] =(x/3 - 

ya, [a, p]), pour x, y dam M et a, B dans A. Il est clair que M devient ainsi 
un ideal de l’algebre de Lie M x A et M x A/M = A, isomorphisme 

d’algebres de Lie. 
s.d. s.d. 

Dans le cas oti A = End,(M), il suffit de definir sur A la structure 
d’algebre associative B element unite don& par a/3 = p 0 a pour a et /3 dam 
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A et sur M la structure de A-module B droite d8inie par xa = a(x) pour tout 
x dans M et a dans A. La structure d’algebre de Lie de M x End.(M) 

s.d. 

C&-it alors [(x, a),@, j3)] = (a(y) - &~);a 0 /3 - /3 0 a) pour x et y dans M 
et a et /3 dans End,(M). 

~OPOSITION 1.2.2. fkient K ufl corps commutatif, M un K-espace 
vector&l, A we K-alg&re associutive ci kht unit6 et supposons que M 
suit muni d ‘we structure de A-module h droite. Alcws, 1 ‘alg&re de Lie 
M x A n’est pas nilpotente. 

s.d. 

En effet, il suffit de remarquer que pour tout x dans M on a [(x,0),(0, l)] 
= (x,0) et d’appliquer le theoreme d’Enge1 (cf. [S, chapitre 1, $3, no 3.21). 

Ceci redonne, en particulier, la par-tie du thkoreme 1.2.1 (cf. [9, theoreme 
2.31) concernant la nilpotence de l’algebre de Lie K n x M,(K), demontree 

s.d. 
directement sans faire intervenir le thboreme dEngel. 

Nous utiliserons ici la notion de trace dune algebre associative d’apres 
N. Bourbaki [13, chapitre 3, $9, no 31. Ainsi, si K est un anneau commutatif a 
element unite et A est une K-algebre associative a element unite munie dune 
trace notee tr: A + K, on dira que A est une alg&re ci trace. Comme 
exemples d’algebres a trace on a les algebres de matrices et les algebres 
quadratiques, entre autres. 

LEIUME 1.2.3. Sent K un anneau commutatif ci dlkment unit& M un 
K-modub, A une K-alghe associative ci &ment unit& et ci trace et sup- 
posons que M soit muni d ‘une stwcture de A-module ci drdte. Aloes 
1 ‘alg&re de Lie L = M x A v&ij?e L I& [L, L]. 

s.d. 

11 suff?t de noter que l’element (0,l) de L n’est pas dans [L, L]. 

COROLLAIRE 1.2.4. Soimt K un corps commutatif, M un K-e.space 
vectoriel, A une Kalg&re associative ci dlhent unit& et ci trace et supposons 
que M soit muni d ‘une structure de A-module ci droite. Akns, 1 ‘alg&re de 
Lie L = M x A n’est pas semi-simple. 

s.d. 

En effet, on sait (cf. [5, chapitre 2, 55, no 5.2, corollaire]) que si L est une 
algebre de Lie semi-simple, alors L = [L, L]. 

EJCEMPLE 1.2.5. Considerons la Z-algebre de Lie L = Z2 x M,(Z) mu- 
s.d. 

nie de sa base naturelle {e,, e,, e,, e4, es, es} 06 {err e,} est la base canonique 
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de Z-module Z2 et {es, e,, e5, e6} celle de Ma(Z). La table de multiplication 
de L relativement a cette base s’bcrit [e,, es] = e,, [e,, e,] = es, [es, es] = e,, 
[es, eel = e2. [e3, e41 = e,, [e,, es1 = - e5, [e4, e51 = e3 - e,, [e4, eel = e4 et 
[e,, eel= - e5, tous les autres produits 6tant nub. On voit que l’ensemble 
{e,, es, e3 - e,, e4, es} est une base l’ideal [L, L] done L 2 [L, L] (cf. lemme 
1.2.3). Notons que l’element (0,l) = e, + es n’est pas dans [L, L] (cf. demon- 
stration du lemme 1.2.3). De plus, l’algebre L n’est pas resoluble et elle n’est 
pas non plus nilpotente (cf. tbkn-&me 1.2.1). L’ideaf L(l) = [L, L] est engen- 
dre par { er, e,, e, - es, e4, e,}, L”) est engendre par {e,, ea, e3 - e,,2e4,2e,}, 
L(” est engendre par { e,,e2,4(e3 - es),4e4,4e5}, LC4) est engendre par 
{4e,,4e2, 16(e, - es),32e4,32e5}, etc. Ainsi, en tant que Z-modules libres, les 
ideaux L(“), n > 1, sont de rang 5 mais L(“+‘) s L(“) pour tout n 2 1. On 
observe que pour tout entier n > 1, L(“+l) 8 Q = L(“) 0 Q. 

1.3. Le Thfkn&ne Principal 
On sait que l’algebre de Lie des derivations Der,(A) de la K-algebre 

gametique A = G(n + 1,2m) a dimension n(n + 1) (cf. [2, tbeoreme 41) et 
nous montrerons, par la suite, que ces n( n + 1) parametres proviennent des 
derivations calculees sur les idempotents de la base naturelle de l’algebre 
G( n + 1,2m). Ainsi, nous demontrerons le tbkoreme suivant: 

TH~O&ME 1.3.1. SoientKuncorpscotnmutatifetA=G(n+1,2m) la 
K&g&re gambtique d ‘une population 2m-ploiize avec n + 1 all&s. I1 existe 

aloes un is-hisme d ‘alg&res de Lie Der,(A)TK” x M,,(K). 
s.d. 

La demonstration de ce tbeoreme resulte dune serie de resultats 
preliminaires que nous demontrerons prealablement. Les notations Ctant 
cefles du lemme 1.1.2, on a: 

LEMME 1.3.2. Que2Ze.s que soient ks suites (iO, i,, . . . , i,) et (I,, I,, . . . , I,> 
d ‘entiers positifs vkrijknt E&i, = m et c;!, 1, = m, on a 

c 
j, + + j, = m 

a0 ,__., m ,,.., O;jo ,... .jJioi") ..’ ( jnljn) 
+ c lx, 

j. + . + jn = m 

to ,..., in;jo ,..., j.i%).‘.(‘*lrn)“‘(~:i=O 

(k=O,l,..., n). 
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En effet, pour toute dkrivation d de A = G(n + 1,2m), on peut krire 

d(X*mo’X>)= C ah,,, i .jo,,. jx$...Xi , .“, . I" n” 
j. + + j, = m 

et 

4xkm)= c OLO ,._., m ,.._, O;jo ,..., 
(go... 

jn Xk - xp) 

j. + + jn = m 

jk + m 

(Odc<fl), 

oti dam le multi-indice de 0~~ _,, m ,_,, o; jO,,, ,, j. le m occupe la k-i&me position. 
’ ’ ’ En dkvant la formule 

et en identifiant les coefficients de Xfp ’ . . X2, on obtient le rksultat voulu. 
Ce rkultat montre que les coefficients aiO ,,,,, i,; jO ,,,,, j. peuvent &tre cal- 

c&s en fonction des coefficients (Ye,, , m,, _, ,o; j. j des dk-ivations calculkes 
sur les idempotents de la base de l’algkbre A mbykrkant un choix convenable 
des entiers Z,, . . . , I,. Ainsi, par exemple, si l’on fait lo = m et I, = . . f = I, = 0, 

on a 

%,,...,i,;m,O 0 = - 9 > c (YO,...,?tl 
jo+ ... +jn=m 

oh i,+j,=m. 

LEMME 1.3.3. Pour toute dhrivatbn d de A, 

Wkm)= c aO ,..., m ,..., 0; j. ,..., (xk j. 
j. + . + j, - m 

h + * 

,O; jo,.... j. 

.x;-xr), 
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una 

4w= c aO ,..., m ,..., 0; j. ,.._, 
(go.. 

jn .xi-xr) 

j,, + + j,, - “I 

jk - “I - 1 

et aO m 0, jo,. ._ j 
v&f&nt’ j; +’ : . . 

= 0 pour to&e suite (j,, . . . , j,) d ‘entiers positifs 
+]“=met j,#nl-1. 

Pour toute dhivation d de A et pour tout entier k, 0 < k < n, hcrivons 

d(X$***Xk)= C ai, ,,,,, in;jo ,_,,, j,X$‘*.*Xi 
j. + + jn = m 

et 

d(Xkm)= c aO ,_.., m ,..., O;jo ,..., jn 
xjo . . . xi. 

0 
j. + + jn = m 

Si l’on derive la formule XpXr = Xr on a 

a0 ,..., m ,..., O;l, ,...I 1, 

2 

= (2m)__,(ml:r,i 

X c aO ,..., m ,..., O;j, ,..., j. 
j. + + jn = m 

i”i...yJ...(;~) 
1, 

j#l 

pour toute suite (Z,, . . . , 2,) d’entiers positifs telle que 1, + . . - + I, = m. On 
peut done hire 

4Xkm)= c aO ,..., m ,..., O;j, ,..., jn 
j. + . + j, = m 

j+l 

I 
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etsiI’onpo* lo=.-- =lt_l=lk+l=~~~ =l,=Oet l,=m,ona 

aw= c aO ,..., m ,..., O;jo ,..., jn 
j. + + jn - m 

jk + * 

Mais &ant don& que l’on a aussi 

4Xkm)= c aO ,..., m ,..., 0; j. ,..., 
(go.. 

jn .xi-x;), 
jo+ ... +jn=m 

jk + m 

nkcessairement on a 

d’oh j, = m - 1 (cf. lemme 1.3.4). Ceci nous permet #&ire la formule 

d(Xkm)= c aO ,..., m ,..., 0; j. ,..., 
(x$. 

jn .x:-x7) 

j,, + + jn = m 

h-m-1 

(k=O,l,..., n). 

11 en r&&e aussi que OLo ,,,,, m ,,,,, 0; j. ,_,,, jn= 0 pour toute suite ( jo,. . . , j,) 
d’entiers positifs vkifiant j, + - * * + j, = m et j, # m - 1 (k = O,l,. . . , n). 
Le lemme suivant ach&ve la d6monstration du lemme cidessus: 

LEMME 1.3.4. !bit m > 1 un nombre entier. L’unique solution enti&e de 
1 ‘~quuti4m 

estx=m-1. 

On remarque, tout d’abord, que si une telle solution existe elle vkifie 
Odx<m-1. Supposons que r<m-2. On a alors r+m<2(m-l), 
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x+m-lg2m-3,...,x+l<m-1 done 

2( 
r+m 

m )= 
2(x + m)(r + m - 1). * * (x + 1) 

ml 

2(2m - 2)(2m - 3) a. * (m - 1) 
< 

ml 
=G(y<(%), 

car m > 1. Ceci nous dit que l’unique solution possible est x = m - 1. 
Notons maintenant akp = a0 ,,,,,m,,.., O; jO ,,,,, jn oti m figure B la k-i&me 

place dam le premier multi-indice et si j, + . . . + j, = m avec j, = m - 1, 
alors 1 figure a la pieme place dam le second multi-indice avec p # k. On 
peut done &xire 

d(XT) = jJ a,,(X,X,"-' - XF) (k=O,l,..., n). 
p=o 
p+k 

Ceci nous permet de definir une application K-lin&aire 

Pa dC,((aol,...,aon),(akp)l~k~n,Oip~n,pfk) et cette aIdCation est WI 

isomorphisme de K-espaces vectoriels. Pour achever la demonstration du 
theoreme 1.3.1, il suffira de montrer que ‘p est un morphisme d’algebres de 
Lie, i.e., que quelles que soient les derivations d et d’ de G(n + 1,2m), on a 
cp([d, d’]) = [q(d), cp(d’)]. En effet, si 

d’( Xr) = i a;,( X,Xrpl - Xr) (k=O,l,..., n), 
p-0 

pfk 

on a 

[d,d’](X,“)= k (a;,d-a,,d’)(X,X,“-I-X,“) (k=O,l,...yn) 

p-0 

P+k 

et l’assertion cidessus s’ensuit. 
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NOTE 1.3.5. On peut dormer, du theoreme 1.3.1, une nouvehe demon- 
stration, plus courte et intrinseque, qui a toutefois le defaut de ne pas mettre 
en evidence la dimension de l’algebre des derivations. En effet, si K est rm 
anneau commutatif B element unite et (A, o) une K-algebre ponder&e 
commutative, on choisit un element e dans K tel que w(e) = 1 et on 
considere la decomposition de A en somme dire&e de K-modules A = Ke@ 
Ker(w). L’application K-linkire Der,(A) + Ker(w) X End,(Ker(w)) definie 

par d ++ (d(e), dlzM,,) est un morphisme injectif d’algebres de Lie, ou l’on 
suppose, evidemment, que o 0 d = 0 pour toute derivation d de A et que la 
ponderation w soit unique. Si Ton applique ce r&hat au cas ou K est un 
corps commutatif de caract&-istique zero et (A, w) est une K-algebre game- 
tique, un argument de dimension nous foumit le theoreme 1.3.1. 

1.4. Dtiuations Zntbiewes 
Soient K un corps commutatif, A une K-algebre et L,(A) 1 ‘alg&re de 

Lie des multiplications de A (cf. [ll, chapitre 2, $33). On dira qu’une 
derivation d de A est intbrieure si d est dam L,(A), c’est-a-dire, si 
Derint,(A) designe l’ensemble des derivations interieures de A, alors 
Derint,( A) = DerK( A) I? LK( A). D’autre part, une application K-lin&r.ire d : 
A + A est une Kderivation de A si et seulement si [d, R,] = RdCxj pour tout 
r dans A ou, ce qui est equivalent, si et seulement si [d, L,] = LdCxj pour 
tout x dans A, oti R, et L, designent, respectivement, la multiplication a 
droite et a gauche de A definie par l’element x de A. Ceci nous conduit au 
resultat suivant (cf. [ll, chapitre 2, $33): 

LEMME 1.4.1. Soknt K un corps commutatif et A une K-alg&re. Aloes, 
le K-espace vectoriel Derint,(A) est un id&E de 1 ‘a&bre de Lie Der,(A). 

On peut alors, en suivant ce que I’on fait dam le cas des algebres 
associatives, d%nir le premier groupe de cohomobgie de Hochschild H’(A) 
dune algebre A, non nkcessairement associative, a coefficients dam A, en 
posant H’(A) = Der,( A)/Derint,(A). I1 est clair que H’(A) est encore, 
par passage au quotient, muni dune structure d’algebre de Lie sur K. Le 
r&&at suivant, dfi a N. Jacobson, est bien connu (cf. [ll, chapitre 2, 93, 
thkxeme 2.51): 

TH~O~J&E ET DEFINITION 1.4.2. Soient K un corps commutatif de 
caract&i.stique z&o et A une K-alg&re de dimension finie munie d ‘un 
&%nent unitt! ci droite ou ci gauche. Si A est une alg&re semi-simple, 
c ‘estddim, la somme directe jbie d ‘tiux simples, alors H’(A) = 0, ou 
encore, tuute d&oation de A est intbieure. 
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Notons que les algebres gamkiques sent des algebres non asscwiatives 
sans element unite done le th6orkme cidessus ne s’applique pas dam la 
recherche des derivations intkkures de ces algebres. Nknmoins, les deriva- 
tions intkieures des algebres gametiques peuvent 6tre caractkis~s et ceci, 
au moyen dun calcul direct. 

En effet, soient K un corps commutatif de caractkistique zero, 
G( ta + 1,2m) la K-algebre gam&ique dune population 2m-pldide avec n + 1 
alleles et {X$X? - - . Xf; IC;!,,i, = m} la base canonique de G(n + 1,2m) 
sur K. Cela veut dire que la table de multiplication de G(n + 1,2m) 
relativement a cette base s’kxit 

( xql . . . q.)( x.$x! . . . xi) 

quelles que soient les suites d’indices (ia, i,, . . . , i,) et ( jc, j,, . . . , j,) telles we 
C;_oik = m et C;,, j, = m. Pour toute Kderivation d de G(n + 1,2m), on a 

d(XkXp.*.Xk)= C ai, ,,,,, in;jo ,,_,, jnXkXil***Xk> 

j. + . + jn - m 

oti les ai,,, ,,i,; jo,, ,_, jn sent hs K. Or, 

et comme XF est un idempotent de G(n + 1,2m), on con&t que 

d&T’) = a,,o ,..,, o;m-1.1.0 ,..., ox,“-‘Xl 

+ %I,0 ,..., O;m-l.o,l~..., oxvx2 + * * * 

+cU m,O ,,,,* O;m-1 0 0 1XF’X”. I. 3. 

Ceci nous conduit a observer que la matrice de toute derivation de 
G(n + 1,2m) est triangulaire i&rieure avec zero comme premier element de 
la diagonale principale, les autres elements &ant des ai ,,,,, in; j0 ,,,,, jm avec 

(ia,..., i,)=(jo,..., j,). Or, pour que une derivation d de G(n + 1,2m) soit 
intkieure, il faut et il suffit que sa matrice soit une combinaison linkire de la 
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matrice diagonale (Lx-) de la multiplication par Xr et des matrices eij dont 
I’element dam la position (i, j) est 1, tous les autres &ant nub 

[ 
i,j=l n+n 

,..*, ( 1 m ; i>j. 1 
Done, d est interieure, si et seulement si ai, ,,__, in; L ,,,,, j. = 0 pour (ic, . . . , i,) 
=(jo,...,jJ 

Ceci nous conduit a des consequences interessantcs. On sait (cf. th&xeme 
1.3.1) c&l existe un isomorphisme d’algebres de Lie Der,(G( n + 

1,2m))+K” x M,(K), d *((al,..., a,),(pij)) done d est une derivation 

interieure de%(n + 1,2m) si et seulement si sji = ai (i = 1,. .., n) et pour 
tout j, 1~ j Q n. Ainsi, Derint,(G(n + 1,2m)) est une algebre de Lie de 
dimension n dont une base est don&e par { uI + C;, r ekt} r d j c n, oh 

{“jll*j<n est la base canonique du K-espace vectoriel K “. On est ainsi 
conduit au Moreme suivant: 

TH$OI&ME 1.4.3. Soient K un corps commutatif de caracttitiqw z&o 
et A = G(n + 1,2m) la K-alg&re gamhique d ‘une populutiun 2m-ploTde 
aoec n + 1 all&s. CB 1 ‘isomorphisme d ‘alg&res de Lie 

Une condition t&essaire et sufjbante pour que une dhivatbn d soit inthrieure 
est que aj=pkj (k,j=l,..., n). De plus, I ‘aZg&re de Lie Derint,( A) a 
dimensionnetunebaseenest {ui+E~_lekj}14j4,,. 

Soient K un corps commutatif de caract6ristique zero, G(2,2m) la 
K-algebre gametique dune population 21tlrploide avec dew alleles et 

{ e,,, e, ,..., e,,,} la base naturelle de G(2,2m) sur K, i.e., ek = XrPkXf 
(k=O,l,..., m), les notations &ant celles du paragraphe 1.1. On sait (cf. [8, 
lemme 2.11) que pour chaque derivation de G(2,2m), il existe des scalaires a 
et /3 dans K, uuiques, tels que 

d(ed = $8(exl-ex)+ m-k 
y--a(ek - ek+ A (k=O,l,..., m). 

Conou.4mz 1.4.4. Une cond&m nf_+cessaife et sujjbante pour quf3 une 
dhivation d de la K&g&e G(2,2m) soit int&ieure est que a = 8, air a et /3 
sent 2ap scalaires attach&a d d. 
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COROLLAIRE 1.4.5. !bimt K un corps cummutatifde caract&i.stique z&o 
et G( n + 1,2m) la K-alg&re gam&tique d ‘une population 2m-ploide avec 
n + 1 all&x Alors H’( G( n + 1,2m)) est une al&we de Lie de dimension n2. 

Dans le cas particulier oti n = 1, H’(G(2,2m)) est la K-algebre de Lie 
abelienne de dimension 1 done H’(G(2,2m)) = K, isomorphisme d’algebres 
de Lie. 

2. DERIVATIONS ET DUPLICATION 

2.1. Le Morphisnw Der,(A) + Der,(D(A)) 
Soient K un anneau commutatif a element unite, A une K-algebre et 

considerons sur le K-module A@,A la structure d’algebre definie par (x8 

Y)(X’@Y’) =(xy>@(x’y’) pow x, Y, x’ et y’ parcourant A. Designons 
maintenant par D(A) la seconde puissance symetrique du K-module A et par 
ABE A + D(A), x8 y e x0 y la surjection K-lineaire canonique. La multipli- 
cation (x. y)(x’.y’) = (xy).(x’y’), pour r, y, x’ et y’ parcourant A, definit 
sur D(A) une structure d’algebre commutative sur K et la surjection A& A 
+ D(A), x o y c) z. y devient ainsi un morphisme de K-algebres. On dira 
que D(A) est 1 ‘aZg&re dupZiqu4e (commutative) de A et que A@+ A est 
l’alg&re dupliquke non commutative de A. Dans un contexte d’algebres 
genetiques, il s’agira toujours de la duplication commutative, c’est-a-dire, de 
l’algebre D(A) qui nous occupera. 

Pour toute derivation d de A, considerons les applications K-lineaires 
cp(d): D(A) + D(A) et G(d): A% A + A@,A definies par cp(d)(x.y)= 

d(r).y +x*d(y) et $(d)(r@y)=d(x)@y + x@d(y) pour x et y par- 
courant A. II est facile de voir que pour toute derivation d de A, cp(d ) est 
une derivation de D(A) et rl/(d) est une derivation de ABE A. De plus, les 
applications K-lineaires cp : Der,(A) + Der,( D( A)) et 4 : Der,( A) + 
Der,(A@, A) sont des morphismes d’algebres de Lie. 

TH$OR&ME 2.1.1. Gent K un anneau commutatif d k@ment unitb et A 
une K-algtSe commutative. Si A est un K-module plat et si l’homoth&ie 
d@nie par 2 a’ans K est injective, b morphisme d’algdbres de Lie 
‘p: Der,(A) + Der,(D(A)) est injecti$ De plus, si cp est injectif, il en est 
de m&me du molphisme $J : Der,( A) + Der,(A@, A). 

Notons que pour toute derivation d de A, 

rCl(d)(x@y - y@x) = [d(x) @y - y@d(x)l + b-d(y) - d(d@x] > 
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quels que soient x et y dans A done, par passage aux quotients, on a le 
diagramme commutatif 

D(A)‘%(A), 

oh la f&he verticale est le morphisme canonique. L’injectivitk de cp entraine 
ici celle de 4. 

Montrons maintenant l’injectivite de ‘p. D’aprhs le th&xkme de Lazard 
caractkisant les modules plats (cf. [7] ou [6, chapitre 3, $5, no 3, &&or&me 
V.5]), on peut supposer que A soit un K-module libre de type fini. Supposons 
done que A soit libre de base {e,, e,, . . . , e,,} sur K et soient d : A * A une 
dkivation de A et d(e,) = E:;_,,aijej (i = O,l,. . . , n), oh les aij sont dans K. 
Si cp(d) = 0 on a 0 = cp(d)(ei.ei) = 2e,.d(e,) = 21;_oaijei.ej d’oti 2aij = 0 
soit aij = 0 (i, j = O,l,..., fl). 

Cette dkmonstration de l’injectivitk de ‘p dans le cas oti K est un corps 
commutatif de caractkistique z&o est due g R. Costa [3, proposition 13. Le 
thbor&me suivant est aussi bien connu [3, tl-korkme 31: 

THI?OR&E 2.1.2. Soient K un corps cummutatif de caracttitique z&o 
et G(n + 1,2m) la K-alg&re gambtiqw d ‘une population 2m-ploiiEe 
avec n+l all&x Le morph&w d ‘alg&es de Lie cp : Der,(G( n + 

1,2m)) + Der,( Z(n + 1,2m)) e.st un iswwrphisrne. 

Rappelons ici que l’algkbre zygotique Z(n + 1,2m) d’une population 
2mploYde avec n + 1 alkles est l’algbbre dupliqu&e de G(n + 1,2m). 

Soient maintenant K un anneau commutatif B &ment unit& P un 
K-module et d: P + K une application K&n&ire sujective laquelle se 
prolonge en une Kdkivation de degr& - 1 de l’alghbre symktrique S,(P), 
not&e encore d. Si m > 1 est un nombre entier et K un QSespace vectoriel, 
considkrons l’algbbre gambtique SF(P, d) du K-module (P, d) (cf. [lo]). On 
sait que si P est libre de rang n + 1 et d une dkvation convenable, on 
obtient l’algkbre gamktique classique G(n + 1,2m). Le &&or&me 2. 1.2 nous 
donne, par localisation et globalisation, le th8orkme suivant: 

T&OR&ME 2.1.3. !hknt K un anneau commutatif ci klkment unit&, P un 
K-module, d : P + K une application K-link&e surjective et m > 1 un nom- 
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bre entier. Supposons que K soit un Q-espace vectoriel et que K soit 
un anneuu r~gulier au sens de Von Neumann. Si P est un K-module 
projectif de-type fini, le morphisme d ‘alge’bres de Lie 

DerK(S~(P,d))-+DerK(D(S~(P,d))) est un isomorphisme. 

Vu le th&x&me 5.5 de [lo], ceci nous permet de calculer l’algbbre de Lie 
des dhivations de D(SF( P, d)). Plus pnkiskment, on a le corollaire suivant: 

COROLLAIRE 2.1.4. Soient K un anneau commutatif ci dlknwnt unit&, P 
un K-module, d: P + K une application K-lin&re surjective, m z 1 un 
rwmbre entier et supposons que K soit un Q-espace vectoriel. Si K est un 
anneuu rt!gulier au sens de Von Neumann et si P est un K-module projectif & 
type fini, il existe un knrwrphisme d ‘alg&res de Lie Der,( D(Sp( P, d))) = 
Ker(d) x gl(Ker(d)), oii gl(Ker(d)) o%signe 1 ‘aZg&re de Lie du groupe 

s.d. 
lit&ire d-e Ker(d ). 

Dans le cas ob K est un corps de caracthistique z&o et P un Kespace 
vectoriel de dimension n + 1, le corollaire cidessus se traduit de la faqon 
suivante: 

COROLLAIRE 2.1.5. Soient K un corps commutatif de carac&istique z&o 
et Z( n + 1,2m) 1 ‘a&&e zygotique d ‘une population 2m-pW!e avec n + 1 
all&x 11 existe un isonwrphisme d ‘algt%res de Lie 

Der,(Z(n+l,em)) = K” x M,(K). 
s.d. 

2.2. Duplication et Idempotents 
On se pose ici le probkme de savoir si, dans le processus de duplication 

d’une alghbre, le nombre d’idempotents reste invariant. Soient done K un 
anneau commutatif B &ment unite, A une K-alghbre et D(A) (resp. ABE A) 
la dupliqke (resp. dupliquhe non commutative) de A. Notons encore 
g: D(A) + A (resp. g: A& A + A) le morphisme des alg&bres d&ni par 
Xi xi. yi c) Ci xiyi (resp. Xi x,8 yi * Ci xiyi) et Ip(A) l’ensemble des idempo- 
tents de l’algkbre A. 

TI&OR&IE 2.2.1. soient K un anneau commutatif ci &?ment unitk et A 
une K&g&e. Le morphisme de K-alg&res g : D(A) 4 A induit une bijec- 
Con d’ensembles g:Ip(D(A))zIp(A). 

Puisque g : D(A) + A est un morphisme de K-alghbres, il induit une 
application d’ensembles g : Ip( D( A)) + Ip(A). Considkons maintenant l’ap- 
plication quadratique f: A + D(A) dhfinie par x c) x. r. 11 est clair que pour 
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tout idempotent x de A, f(x) est un idempotent de D(A) d’ou l’apphcation 
d’ensembles f: Ip(A) + Ip(D(A)). II es maintenant facile de montrer que t 
f: Ip(A) + Ip(D(A)) et g: Ip(D(A)) + Ip(A) sont des bijections Sciproques. 

Conor.Unw 2.2.2. Soit K un corps wmfflututif de caractti~ue zdro. 
Quels que sokn~?e.s entiers m,n > 1, on a une bijectbn d ‘ensembles 

Ip(G(n +l,Sm))+Ip(Z(n +1,2m)). 

E~EMPLE 2.2.3. Soit K un corps commutatif de caractkistique diff& 
rente de 2 et considkons I’aIgebre gametique G( n + 1,2) de I’heritage 
mendelien simple dont Ia table de multiplication relative a Ia base naturehe 

{ e,,e,,..., e,, } s’kit e*e, = :(e, + e,) (i, j = 0, 1, . . . , n). Les idempotents 
non nuIs de G( n + 1,2) s’ecrivent Xy_oacet avec Er_oai = 1 done, d’apr&s le 
th&&.me 2.2.1, les idempotents non nub de Z(n + 1,2) s’kivent 
c o<icj*nofgef’e~ avec ~ON,<not~=l 

Le r&&at suivant est encore vkifie et sa demonstration est analogne a 
ceIIe du thkxeme 2.2.1: 

Tnkon&nr 2.2.4. Soknt K un anneau commutatif d k&nent unit&, A 
une K-alg&re et A& A sa dupliqu&e non commutative. Le morphkrne 
de K-algdbrE g : A @K A + A induit une bijection d ‘ensembles 

g:Ip(A%A)+Ip(A). 

Les thkoremes cidessus nous permettent de tirer les consequences suiv- 
antes: 

COROLLAIRE 2.2.5. S&rat K un anneau commututif h &ment unit& A 
une K-algt%re, A& A sa dupliq&e non commutative et D(A) sa dupliquke. 
Le morphisme can&w_& K-algt%w AC& A + D(A) induit une bijectkm 

d’ensembles Ip(A&A)+Ip(D(A)). 

COROLLAIRE 2.2.6. Soient K un anneau commututif d klkment unit&, P 
un K-module, d: P + K une application K-link&e surjectioe, m > 1 un 
nombre entier et supposons que K soit un Qespace vectoriel. I1 existe akws 
une bijectiun d ‘ensembles 

On sait deja (cf. [lo, theoreme 3.11) que si K et un anneuu connexe, 
c’est-khre, ses seuls idempotents sont 0 et 1, les idempotents de Ia K-aIgebre 
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gamhique Sz(P, d) s’krivent tm, puissance n&me de t dans l’alghbre 
symkh-ique S,(P), avec t dans P et d(t) = 1. On a alors le rfhltat suivant: 

COROLLAIRE 2.2.7. Soient K un anneuu wmmutatif ri klkment unit4 et 
connexe, Pun K-modub, m > 1 un nombre entier, d: P + K une application 
K-lin&aire surjective et supposons que K soit un Q-espace vectoriel. Les 
idempotents de l’alg&re zygotique D(SF(P,d)) sont de la fonne tm.tm, oG 
t m est la m-i&w puissance de t dans S,(P) et t est un f%%nent de P tel que 
d(t) = 1. 

Nom FINALE. Le thhorkme 2.3 de [9] est vrai mais sa dhmonstration 
contient une lacune. Nous donnons ici la dhmonstration correcte. 

TH&OR&E. !hient K un corps commutatif et n 2 1 un rwmbre entier. 
L’alg&re de Lie A,, = K”cn+‘) n’estr&olublequesin=lousin=2etla 
caracthistique de K est 2. Dans tous les cas elle n’est jam& nilpotente ni 
semi-simple. 

En effet, si n = 1 et si el = (1,0) et e2 = (0,l) est la base canonique du 
K-espace vectoriel K 2, la table de multiplication de l’alghbre de Lie A 1 = K 2 
relativement B cette base s’ktit: 

e1 
e2 

el 

-CeP+e2j 

e2 
el+e2 

0 

Done, l’idkl A(i) = [A,, A,] est engendrk par e, + e2 et A(,2) = [A(t), AC,‘)] 
= 0, ce qui montre que l’aIg&.bre A, est resoluble. Par contre, l’idkl Ai est 
engendrk par e, + e2 ainsi que l’idhl A; = [A’,, A,]. Ceci nous montre que 
A,gA;=A2,= --- # 0, i.e., l’algbbre de Lie A, n’est pas nilpotente. 

Supposons maintenant que n = 2 et montrons le thkorhme pour l’alghbre 
A,= K’. Si {e,,..., e,} dkigne la base canonique du Kespace vectoriel K’, 

TABLE 1 

I el e, e3 e4 e5 e, 

0 -52 e3 0 el + e5 e2 
e2 0 - e, + e, - ez el + e, -% 

- e3 el - e4 0 e, e3 e4 + e5 
0 e, - 63 0 e3 e4 + e, 

- e, - e5 -61-q -e, - 63 0 -e5+es 

-e, e, - e, - es -e4-e, 65-e, 0 
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la table de multiplication de l’algkbre de Lie A, = Ke relativement h cette 
base s’kxit comme sur la table 1. 

On voit que l’idkal AC,‘) est engendrk par les vecteurs e, - e,, e, + e5. 
e, + es, e,, e, alors que A$) est engendrk par les vecteurs e, - e,, 2(e, + e,), 
2(e, + ee), 2e,, 2e,. Ceci nous dit que si la caracthistique de K est # 2, on a 
A, 2 AC,‘) = A’d”’ = * - * # 0, i.e., l’algkbre de Lie A, = K6 n’est pas r&soluble. 
Mais si la caract&istique de K est 2, l’idhl A$) est engendrb par le vecteur 
e, - e, et A$) = 0, i.e., A, est &soluble. 

Supposons que n = 3 et considhns l’alghbre A, = K”. Si {e,,. . . , elz} 
dhigne la base canonique de A, sur K, la table de multiplication de A, 
relativement B la base don&e s’hcrit comme sur la table 2. L’idkl A$) est 
engendr6 par les vecteurs e, - es, e, - e,, e, + elo, e, + eIl, e, + e12, e,, e,, 

e,, f+, e7, es de m$me que l’id&l A(i). Done A, IJ A$) = A$) = . . . # 0, ce 
qui montre que A, n’est pas &soluble. L’existence de morphismes injectifs de 
K-alghbres de Lie A,, q A ,,+ 1 pour tout entier n > 1 nous montre que A,, 
n’est pas r&soluble pour n > 3. De mGme, le fait que A, ne soit pas nilpotente 
entrahe que A,, ne l’est pas non plus pour n > 1. Finalement, le fait que 
A,, I& A’, entrahe que A,, n’est pas semi-simple et ceci, pour tout entier n > 1 

(cf. [51)* 
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