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ABSTRACT

Nous reprenons I'étude des derivations dans les algébres gameétiques commencée
dans I et poursuivie dans II. Dans ce contexte, nous nous sommes interessés aux
deérivations intérieures dont une description compléte y est donnée. Par la suite nous
avons examineé le processus de duplication d’une algebre et le calcul des dérivations de
la dupliquée d’une algebre gamétique. Finalement nous avons montré que I'ensemble
des idempotents reste invariant, 3 une bijection pres, quand on passe d’une algébre
gamétique a sa dupliquée.

This paper gives a complete account of derivations and inner derivations of
gametic algebras, in the most general setting.

1. DERIVATIONS ET DERIVATIONS INTERIEURES

1.1. Préliminaires
Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro, K{ X, X;,..., X,,]
la K-algébre commutative et associative & élément unité des polyndmes en les
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indéterminées X,, X|,..., X,, a coefficients dans K et A=G(n+1,2m) le
sous-K-espace vectoriel de K[X,, X,,..., X,]] engendré par les mondmes
XfoXh--- Xk tels que Lp_oi, = m. Sur le K-espace vectoriel A on définit
une structure de K-algébre commutative, non associative et sans élément
unité dont la table de multiplication relativement a la base ci-dessus s’écrit

{ Yioxi Yin M xhoyi ... Yi.)
(Ao 1 Mg JiNg A1 An)
_(2m)_l Z ot o[+ i
m k k
ko + +k,=m 0 1
i, +
( 'lk ]" X(l)(oxfl X'kl"’
n
quelles que soient les suites d’entiers (iy, 15,...,1,) €t (jo, j1o---» jn) vérifiant

R oix=m et L} _,ji=m. On dira que A=G(n+1,2m) est la K-algébre
gamétique d’'une population 2m-ploide avec n +1 alléles.

On sait que toute algébre génétique A est pondérée par une unique
fonction poids (cf. [4]), c’est-a-dire, il existe un morphisme unique non nul
w: A — K de K-algébres. Si A=G(n+1,2m) est la K-algébre génétique
ci-dessus construite, la pondération w: A — K est donnée par w(XpXit---
X») =1, pour toute suite d’entiers (i, i,,..., i,) positifs vérifiant X7 _, i, = m.
Or, une algébre gamétique A sur un corps K de caractéristique zéro est
uniquement pondérée, c'est-a-dire, elle admet une unigue pondération
w: A — K et pour toute extension K — L oi L est un corps commutatif, la
L-algébre A®; L admet aussi une unique pondération, a savoir, w'=
w®id; : A®; L — L. En effet, il suffit de voir que si A=G(n+1,2m)estla
K-algébre gamétique d’'une population 2m-ploide avec n +1 alléles, alors
A® L est la L-algébre gamétique d’une population 2m-ploide avec n +1
alléles. Donc, pour toute dérivation d: A— A de A, on a wed =0 (cf.
{1, théoréme 3.6]). La réciproque de cette assertion est vraie si m =1 (cf.
{9, lemme 2.1]) mais si m > 2, il existe des applications Klinéaires d: A - A
vérifiant w ¢ d =0 qui ne sont pas des dérivations.

ExempLE 1.1.1. Considérons, dans la K-algébre A = G(2,4), I'applica-
tion K-linéaire d: A — A définie par d(e,) = e, — e,, d(e,) =0 et d(e;) =0,
ol ¢, = X2, e, = X,X, et e, = X7} est la base naturelle de la K-algébre A. Il
est évident que w o d = 0 mais d(e,) = e, — e, et 2e,d(ey) = 3¢, — 3¢, — 3¢,
ce qui nous montre que d: A — A n’est pas une dérivation de A.
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Le lemme suivant est immédiat et il nous dit, en particulier, que dans le
cas ou K =R, les constantes de structure de la K-algébre A =G(n +1,2m),
relativement & sa base naturelle, peuvent étre interprétées comme des proba-
bilités, ou encore, G(n+1,2m) est une R-algébre stochastique (cf.
[12, chapitre 1, B)).

LemumE 1.1.2.  Quelles que soient les suites d’ entiers positifs (ig, iy,...,i,)
et (fos froe--» jn) Oérifiant TP _gi=met Li_ojr=m, ona

ivtjo\[tht i1 wtin) _(2m
N I L Rt B 3

ko+ - +k,=m n

Si d: A — A est une K-dérivation de A =G(n +1,2m), pour toute suite
d’entiers positifs (ig, i1,-.-,1,) vérifiant £}_,i; = m, on peut écrire

d(Xio--- Xin) = Y G Xl X

Jot ot ju=m

oules a; . . . sontdeséléments de K. Comme, pour toute dérivation

ddernade 0, alors

En particulier, sur les idempotents de A contenus dans sa base, c’est-a-dire,
sur les mondmes du type X* (k=0,1,...,n),ona

b g - x7)

......

d(X;(n) = . Z aO ..... m,..., O;jo

(k=0,1,...,n).

Nous montrerons, par la suite, que parmi les coefficients a, . 0 joreer i A
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y n(n +1) non nuls et que ceci suffisent 4 construire les dérivations de la
K-algébre A =G(n+1,2m). Cette construction sera reprise dans le para-
graphe 1.3.

1.2. L'algébre de Lie M x A
s.d.

Soient K un corps commutatif, 7 >1 un nombre entier et M (K) la
K-algébre des matrices n X n a coefficients dans K munie de sa structure
naturelle d’algébre de Lie, c’est-a-dire, [a, 8] = aB — Ba quelles que soient les
matrices a« et B dans M, (K). Considérons, sur le K-espace vectoriel K"
la structure de M, (K)module &4 droite définie par xa =
Efrxioyp, - Kl x0,) s x =(xy,...,x,) est dans K™ et a=(q;;) est
dans M (K). Ceci nous permet de deflmr sur le K-espace vectoriel K "
M (K) une structure d'algébre de Lie au moyen de la multlphcatlon
[(x, @),(y, B)] =(xB — ya,[a, B]), quels que soient les éléments x et y dans
K" et a et B dans M, (K). Le résultat suivant (cf. [9, théoréme 2.3]) nous dit
quelle est la structure de cette algébre de Lie, notée K" x M, (K).

s.d.

THEOREME 1.2.1. Soient K un corps commutatif et n>1 un nombre
entier. L’algébre de Lie K" x M, (K) n’est résoluble que sin =1 ou sin=2

s.d.
et la caractéristique de K est 2. Dans tous les cas elle n’est jamais nilpotente
ni semi-simple.

On remarque que la construction de I'algébre de Lie K" >< M, (K) (s.d.

pour semi-direct) ne dépend pas de la caractéristique du corps K mais il va
de soi que dans le cas des algébres gamétiques, la caractéristiques de K est
zéro. De plus, cette construction peut se faire méme si K est un anneau
commutatif & élément unité.

Plus généralement, soient K un anneau commutatif 3 élément unité, M
un K-module unitaire et A une K-algébre associative & élément unité.
Supposons qu’il existe sur M une structure de A-module 4 droite unitaire au
moyen d'une loi de composition M X A —» M, (x, a) = xa et considérons sur
le K-module A la structure d’algébre de Lie définie par [a, B8] = aB — Ba
pour « et 8 dans A. Ceci nous permet de définir sur le K-module M X A une
structure d’algébre de Lie, notée M x A, en posant [(x, @),(y, B)] =(x8 —

d.
ya,[a, B]), pour x, y dans M et a, Bs dans A. I est clair que M devient ainsi
un idéal de lalgébre de Lie M x A et M x A/M = A, isomorphisme

d. d.

Jalgébres de Lie. ’ ’
Dans le cas ot A= Endg(M), il suffit de définir sur A la structure
d’algébre associative a élément unité donnée par a8 = 8 ° a pour « et 8 dans
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A et sur M la structure de A-module 4 droite définie par xa = a(x) pour tout
x dans M et a dans A. La structure d'algébre de Lie de M x End (M)

s'écrit alors [(x, a),(y, B)] = (a(y) — B(x),;a° B — B o @) pour x o y dans M
et a et B dans End g(M).

ProposiTioN 1.2.2. Soient K un corps commutatif, M un K-espace
vectoriel, A une K-algébre associative a élément unité et supposons que M
soit muni d’une structure de A-module d droite. Alors, 1’algébre de Lie
M x A n’est pas nilpotente.

s.d.

En effet, il suffit de remarquer que pour tout x dans M on a [(x,0),(0,1)]
= (x,0) et d’appliquer le théoréme d’Engel (cf. [5, chapitre 1, §3, n® 3.2]).

Ceci redonne, en particulier, la partie du théoréme 1.2.1 (cf. [9, théoréme

2.3]) concernant la nilpotence de I'algébre de Lie K" x M, (K), démontrée
d.
directement sans faire intervenir le théoréme d’Engel. )

Nous utiliserons ici la notion de trace d'une algébre associative d’aprés
N. Bourbaki [13, chapitre 3, §9, n® 3]. Ainsi, si K est un anneau commutatif &
élément unité et A est une K-algébre associative a4 élément unité munie d’'une
trace notée tr: A — K, on dira que A est une algébre d trace. Comme
exemples d’algébres & trace on a les algébres de matrices et les algébres
quadratiques, entre autres.

LemME 1.2.3. Soient K un anneau commutatif d élément unité, M un
K-module, A une K-algébre associative d élément unité ét d trace et sup-
posons que M soit muni d’une structure de A-module 4 droite. Alors
’algébre de Lie L=M x A vérifie LQ[L, L].

s.d.

11 suffit de noter que I'élément (0,1) de L n’est pas dans [L, L].

CoroLLAIRE 1.24. Soient K un corps commutatif, M un K-espace
vectoriel, A une K-algébre associative d élément unité et d trace et supposons
que M soit muni d’une structure de A-module a droite. Alors, 1’algébre de
Lie L=M x A n’est pas semi-simple.

s.d.

En effet, on sait (cf. [5, chapitre 2, §5, n° 5.2, corollaire]) que si L est une
algébre de Lie semi-simple, alors L =[L, L].

ExempLE 1.2.5. Considérons la Z-algebre de Lie L =2Z2% x My(Z) mu-

s.d.
nie de sa base naturelle {e,, e;, e;, €,, €5, €5} 0U { &), €, } est la base canonique
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de Z-module Z* et {e;,¢,, 5,6} celle de My(Z). La table de multiplication
de L relativement a cette base s’écrit [e), e5] = e,, e, e,] = e, [e5, 5] = €,
[e, e6] = €s, [es. €] =€, [e3,65] = —e5, [y, 5] =5~ €5, [e4,06] = ey et
[es, 5] = — e5, tous les autres produits étant nuls. On voit que I'ensemble
{ ey, ey, 63— g, 24, €5} est une base I'idéal [L, L] donc L 2[L, L] (cf. lemme
1.2.3). Notons que I'élément (0,1) = e; + ¢4 n’est pas dans [L, L] (cf. démon-
stration du lemme 1.2.3). De plus, I'algébre L n’est pas résoluble et elle n’est
pas non plus nilpotente (cf. théoréme 1.2.1). L'idéal L& =[L, L] est engen-
dré par {e,, €5, €3 — €5, €, €5}, L® est engendré par {e,, e,, e; — 65, 2¢,,2¢5},
L® est engendré par {e),e,,4(e;— ¢g),4¢,,4e5), L?® est engendré par
{4e),4e,,16(e; — €4),32¢,,32¢;5 }, etc. Ainsi, en tant que Z-modules libres, les
idéaux L™, n > 1, sont de rang 5 mais L+ G L™ pour tout n>1. On

observe que pour tout entier n > 1, L"*D o Q = =L @ Q.
z

1.3. Le Théoréme Principal

On sait que lalgébre de Lie des dérivations Derg(A) de la K-algébre
gamétique A =G(n +1,2m) a dimension n(n +1) (cf. [2, théoréme 4]) et
nous montrerons, par la suite, que ces n(n + 1) paramétres proviennent des
dérivations calculées sur les idempotents de la base naturelle de algébre
G(n +1,2m). Ainsi, nous démontrerons le théoréme suivant:

TukorEME 1.3.1. Soient K un corps commutatif et A =G(n +1,2m) la
K-algebre gamétique d’ une population 2m-ploide avec n +1 alléles. 1l existe
alors un isomorphisme d’algébres de Lie Derg(A)— K™ x M, (K).

s.d.

La démonstration de ce théoréme résulte d’'une série de résultats

préliminaires que nous démontrerons préalablement. Les notations étant
celles du lemme 1.1.2, on a:

LemMme 1.3.2.  Quelles que soient les suites (io, feeesiy) € (Ig, 1y 1)

d’entiers positifs vérifiant X3 _i,=met Li_ol,=m, ona
Z P (10+]0) in+jn
0,.“,m,...,0;j ,,,,, Jn!
ot - Hj.=m ° lO ln

Jo Jxtm
+ Z aio ,,,,, iy Jor-os ]"( lo) oo ( lk

Jot+ - tju=m

(k=0,1,...,n).
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En effet, pour toute dérivation d de A = G(n +1,2m), on peut écrire

d(x(‘)o e X:,") = Z a‘o,---,fniio """" j,,X(j,°~~~X{;n
jot - +ja=m
et
d(Xl'(n) = Z Qg .., m,..., 0; jos--o» j"(X(J;O ‘e X;"t" — X":l)
jot+ o+ ju=m
fkEm
(0<k<n),

;. le m occupe la k-iéme position.
En dérivant la formule

Xp(X -+ Xz)

=(2nT)“ ¥ (Z)

L+--+l=m

i,+m
L

i
Sy

n

et en identifiant les coefficients de X} - - - X%, on obtient le résultat voulu.

Ce résultat montre que les coefficients a;  ; ;  ; peuvent étre cal-
culés en fonction des coefficients &y . o, ..., ; des dérivations calculées
sur les idempotents de la base de I'algébre A moyennant un choix convenable
des entiers I, ..., I,. Ainsi, par exemple, si'on fait ly=m et ;= -+ =1, =0,

on a

ou iz + jo=m.

LemMme 1.3.3. Pour toute dérivation d de A,

d(X,’(")= Z Qo,...,m,...,0; jo....,

Jot ot ja=m
xk®Em
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ona
d(X,:")= Z Qg,....om,\.. 05 jor..e j"(XJO X]"_Xk)
Jot o Fja=m
jk=m~—1

et ay oo 0; o =0 pour toute suite (jg,...,J,) d’entiers positifs
vérifiant jo+ -+ - +j.=met jp+m~ L

Pour toute dérivation d de A et pour tout entier k, 0 < k < n, écrivons

d(x(")o...x:':.)= Z Qs jore s an(I;O"'X.];"
Jot -t ja=m
et
d(Xp)= > Qgm0 jorn e jnxgo"'x'l;"-

Jot i Fjp=m

Si I'on dérive la formule X*X;" = X[* on a

pour toute suite (I, ..., 1) d’entiers positifs telle que Iy + - +1,=m. On
peut donc écrire

d(X )_ Z Qo,..ymy 05 doseees i
Jot - tja=m
j=l
- .
2(10) ]klm (.;n)
x| Xfo - Xin+ 22 £ nlxlo. . Xk
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etsilonpose ly=---=l,_,=l,,= =, =0etl,=m,ona
d(XI:")= Z Qo om,..005 o s
Jot ot jp=m
KkEM

dXP)= L g m o X8 X XT)
Jot - Fju=m
k=m—1

(k=0,1,...,n).

I en résulte aussi que &g . ..0,j... ;=0 pour toute suite (jo,.--, j,)
d’entiers positifs vérifiant j,+ --- +j,=m et #m—1(k=0,1,...,n).
Le lemme suivant achéve la démonstration du lemme ci-dessus:

LemMme 1.3.4.  Soit m > 1 un nombre entier. L’ unique solution entiére de
I’ équation
x+m)_(2m
2( m ) - ( m )
est x=m—1.

On remarque, tout d’abord, que si une telle solution existe elle vérifie
0<x<m-—1. Supposons que x<m—2. On a alors x+m<2(m—1),
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x+m-1<2m—-3,...,x+1<m—1 donc

x+my 2xtm)(x+m-—1)---(x+1)
2( 4”-1 )= m!

22m—-2)(2m—-3)---(m—-1) m-1 m m
< m! :2m—1(2m)<(2 )

car m > 1. Ceci nous dit que 'unigue solution possible est x =m — 1.

Notons maintenant &, =ag . . 0. ; ©u m figure a la k-iéme
place dans le premier multi-indice et si j,+ --- + j,=m avec j,=m -1,
alors 1 figure a la p-iéme place dans le second multi-indice avec p # k. On
peut donc écrire

d(Xp)= Y a (X, X' -X")  (k=0,1,...,n).

Ceci nous permet de définir une application K-linéaire

¢:Derg(G(n+1,2m)) -» K" x M, (K)
s.d.

par d = ((@gy,- -+, %pp)s(Uxp)1 < k< no<p<n p=k) €t cette application est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels. Pour achever la démonstration du
théoréme 1.3.1, il suffira de montrer que ¢ est un morphisme d’algébres de
Lie, i.e., que quelles que soient les dérivations d et d’ de G(n+1,2m), on a
o([d,d’]) = [@(d), p(d")]. En effet, si

d(Xp)= ¥ e (X, Xp1=Xp)  (k=0,1,...,n),

p=0
p+k

on a

[d.d'](Xp)= ¥ (af,d - a,d) (X, Xp '~ X))  (k=0,1,...,n)
p=0
p*k

et Passertion ci-dessus s’ensuit.
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Nore 1.3.5. On peut donner, du théoréme 1.3.1, une nouvelle démon-
stration, plus courte et intrinséque, qui a toutefois le défaut de ne pas mettre
en évidence la dimension de I'algébre des dérivations. En effet, si K est un
anneau commutatif 3 élément unité et (A,w) une K-algebre pondérée
commutative, on choisit un élément ¢ dans K tel que w(e)=1 et on
consideére la décomposition de A en somme directe de K-modules A = Ke®
Ker(w). L’application K-linéaire Derg(A) — Ker(w) X End x(Ker(w)) définie
par d — (d(e), d|gey.,)) est un morphisme injectif d’algébres de Lie, ou I'on
suppose, évidemment, que w ¢ d =0 pour toute dérivation d de A et que la
pondération » soit unique. Si I'on applique ce résultat au cas ou K est un
corps commutatif de caractéristique zéro et (A, @) est une K-algébre gamé-
tique, un argument de dimension nous fournit le théoréme 1.3.1.

1.4. Dérivations Intérieures

Soient K un corps commutatif, A une K-algébre et Ly (A) l’algébre de
Lie des multiplications de A (cf. [11, chapitre 2, §3]). On dira qu’une
dérivation d de A est intérieure si d est dans Lg(A), c'est-a-dire, si
Derint ,(A) désigne l'ensemble des dérivations intérieures de A, alors
Derint ¢(A) = Derg(A) N Lg(A). D’autre part, une application K-linéaire d:
A — A est une K-dérivation de A si et seulement si [d, R,] = R, pour tout
x dans A ou, ce qui est équivalent, si et seulement si [d,L,]= L 4., pour
tout x dans A, ou R, et L, désignent, respectivement, la multiplication a
droite et & gauche de A définie par 'élément x de A. Ceci nous conduit au
résultat suivant (cf. [11, chapitre 2, §3)):

LemME 1.4.1. Soient K un corps commutatif et A une K-algébre. Alors,
le K-espace vectoriel Derint ((A) est un idéal de I’algébre de Lie Derg(A).

On peut alors, en suivant ce que l'on fait dans le cas des algébres
associatives, définir le premier groupe de cohomologie de Hochschild HY(A)
d’une algébre A, non nécessairement associative, a coefficients dans A, en
posant H'(A) = Derg(A)/Derint(A). 1l est clair que H'(A) est encore,
par passage au quotient, muni d’une structure d’algébre de Lie sur K. Le
résultat suivant, di a2 N. Jacobson, est bien connu (cf. [11, chapitre 2, §3,
théoréme 2.5]):

TukortEME ET DEFINITION 1.4.2. Soient K un corps commutatif de
caractéristique zéro et A une K-algébre de dimension finie munie d’un
élément unité d droite ou 4 gauche. Si A est une algebre semi-simple,
¢’ est-d-dire, la somme directe finie d’idéaux simples, alors H(A)=0, ou
encore, toute dérivation de A est intérieure.
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Notons que les algébres gamétiques sont des algébres non associatives
sans élément unité donc le théoréme ci-dessus ne s’applique pas dans la
recherche des dérivations intérieures de ces algébres. Néanmoins, les dériva-
tions intérieures des algébres gamétiques peuvent étre caracteérisées et ceci,
au moyen d'un calcul direct.

En effet, soient K un corps commutatif de caractéristique zéro,
G(n +1,2m) la K-algébre gamétique d’une population 2m-ploide avec n +1
alleles et { X{oXi ... Xh|Lp_oi,=m) la base canonique de G(n +1,2m)
sur K. Cela veut dire que la table de multiplication de G(n +1,2m)
relativement a cette base s’écrit

(XioXir- - x;’;)(x{,’ox{* ... Xj;-)

-1/ . .
- 2m) o+ Jo|xiotio—nxitti ... Xintin
m m 0 ! "

quelles que soient les suites d’indices (i, iy,- -, i, ) €t (fo, f1----» Jn) telles que
TR _oir=m et LR, jx = m. Pour toute K-dérivation d de G(n +1,2m), ona

fo ¢ n) = Jox i, .. Xin
d(XOOXll---X")— 2 Qoreeiving Joseeos ,',,Xoxl X,
jot A= m
oulesa, . . . sontdans K. Or
my - Jox ... Xin
d(xo = Z ®m0,...,0; joo---» j,,XOXl X

Jot st jn=m
et comme X" est un idempotent de G(n +1,2m), on conclut que
d(XT)=tpo, . om-1.10.....0X0 Xy
+ am,o,...,o;m—1.0,1,...,0X(')"_1X2 + -

m—1
+ 0,0, ..0;m-1.0..., 01Xo X,

Ceci nous conduit 2 observer que la matrice de toute dérivation de
G(n +1,2m) est triangulaire inférieure avec zéro comme premier élément de
la diagonale principale, les autres éléments étant des a; j, avec
(igs---»0) = (jos+-+» f)- Or, pour que une dérivation d de C(n + l 2m) soit
intérieure, il faut et il suffit que sa matrice soit une combinaison linéaire de la
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matnce diagonale (Lyy) de la multiplication par Xg* et des matrices ¢;; dont
’élément dans la position (i, j) est 1, tous les autres étant nuls

[Li=1...(" %) i>i]

Donc, d est intérieure, si et seulement si a; ;.. ;=0 pour (iy,....i,)
=(jos+++» Jn)- '

Ceci nous conduit 4 des conséquences intéressantes. On sait (cf. théoréme
131) qu il existe un isomorphisme d’algébres de Lie Derg(G(n +
1, 2m))—>K" x M (K), d = ((a,-.-,a,),(B;;)) donc d est une dérivation

intérieure de G(n +1,2m) si et seulement si B;=a; (i = .,n) et pour
tout j, 1< j<n. Ainsi, Derint ((G(n +1 2m)) est une a.lgebre de Lie de
dimension n dont une base est donnée par {u;+Xi_1€x;}1<jcns OU
{©;}1<j<n st 1a base canonique du K-espace vectoriel K”. On est ainsi
conduit au théoréme suivant:

TukorEME 1.4.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro
et A=G(n+1,2m) la K-algébre gamétique d’une population 2m-ploide
avec n + 1 alléles. Considérons 1’ isomorphisme d’algébres de Lie

De"(A)‘-:;K"si(l M, (K), d- ((al""’an)’(ﬁkj)lgk,jgn)'

Une condition nécessaire et suffisante pour que une dérivation d soit intérieure
est que a; =Py, (k,j=1,...,n). De plus, I’algébre de Lie Derintg(A) a
dmwnswn n et une base en est {u;+ L1k l1cjan

Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro, G(2,2m) la
K-algébre gamétique d’'une population 2m-ploide avec deux alléles et
{€gs€15---»€,) la base naturelle de G(2,2m) sur K, ie., e, =Xy *X¥
(k=0,1,...,m), les notations étant celles du paragraphe 1.1. On sait (cf. [8,
lemme 2.1]) que pour chaque dérivation de G(2,2m), il existe des scalaires «
et B dans K, uniques, tels que

k m
d(er) = —Blex-1=e)+ ale,—er,,) (k=0,1,...,m).

CoroLLAIRE 1.4.4. Une condition nécessaire et suffisante pour que une
dérivation d de la K-algébre G(2,2m) soit intérieure est que a =, ot a et B
sont les scalaires attachés d d.
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CoROLLAIRE 1.4.5. Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro
et G(n+1,2m) la K-algébre gamétique d’une population 2m-ploide avec
n +1 alleles. Alors HY(G(n +1,2m)) est une algébre de Lie de dimension n”.

Dans le cas particulier ou n =1, HY(G(2,2m)) est la K-algébre de Lie
abélienne de dimension 1 donc HY(G(2,2m)) = K, isomorphisme d’algébres
de Lie.

2. DERIVATIONS ET DUPLICATION

2.1. Le Morphisme Der,(A) - Derg(D(A))

Soient K un anneau commutatif 3 élément unité, A une K-algébre et
considérons sur le K-module A® ¢ A la structure d’algébre définie par (x®
y)x'®y")=(xy)®(z'y’) pour x, y, x’ et y’ parcourant A. Désignons
maintenant par D(A) la seconde puissance symétrique du K-module A et par
A®¢ A — D(A), x®y — x-y la surjection K-linéaire canonique. La multipli-
cation (x-y)(x'-y’) =(xy)-(z'y’), pour x, y, x’ et y’ parcourant A, définit
sur D(A) une structure d’algébre commutative sur K et la surjection A®; A
— D(A), x®y— x-y devient ainsi un morphisme de K-algébres. On dira
que D(A) est l’algébre dupliquée (commutative) de A et que A® A est
’algébre dupliquée non commutative de A. Dans un contexte d’algébres
génétiques, il s’agira toujours de la duplication commutative, c’est-a-dire, de
I'algébre D(A) qui nous occupera.

Pour toute dérivation d de A, considérons les applications K-linéaires
o(d): D(A) = D(A) et Y(d): A® A — A® A définies par @(d)(x-y)=
d(x)-y+x-d(y) et Y(d)}x®y)=d(x)®y+x®d(y) pour x et y par-
courant A. Il est facile de voir que pour toute dérivation d de A, ¢(d) est
une dérivation de D(A) et Y(d) est une dérivation de A® A. De plus, les
applications K-linéaires @:Derg(A) — Derg(D(A)) et i :Derg(A) —
Der(A®; A) sont des morphismes d’algébres de Lie.

TaEOREME 2.1.1.  Soient K un anneau commutatif d élément unité et A
une K-algeébre commutative. Si A est un K-module plat et si I’homothétie
définie par 2 dans K est injective, le morphisme d’algébres de Lie
@:Derg(A) - Derg(D(A)) est injectif. De plus, si ¢ est injectif, il en est
de méme du morphisme :Derg(A) - Derg(A® A).

Notons que pour toute dérivation d de A,

Y(d)(x®y —y®x) = [d(x) @y — y@d(x)] + [x®d(y) - d(y) ®x],
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quels que soient x et y dans A donc, par passage aux quotients, on a le
diagramme commutatif

¥(d)
A®,A - A®, A

D(4)" D(4),

ou la fléche verticale est le morphisme canonique. L'injectivité de ¢ entralne
ici celle de .

Montrons maintenant l'injectivité de ¢. D’aprés le théoréme de Lazard
caractérisant les modules plats (cf. [7] ou [6, chapitre 3, §5, n° 3, théoréme
V.5]), on peut supposer que A soit un K-module libre de type fini. Supposons
donc que A soit libre de base {¢,,e;,...,¢,} sur K et soient d: A — A une
dérivation de A et d(e,) = Z;-'_oa,.’.ej (i=0,1,...,n), oules qa; sont dans K.
Si @(d)=0on a 0=qp(d)e-¢)=2e¢-d(e)=2L] ;6 ¢; dou 2a;;=0
soit a,.j=0 (i,j=0,1,...,n).

Cette démonstration de I'injectivité de ¢ dans le cas ou K est un corps
commutatif de caractéristique zéro est due 4 R. Costa [3, proposition 1). Le
théoréme suivant est aussi bien connu [3, théoréme 3]:

TuioriME 2.1.2. Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro
et G(n+1,2m) la K-algébre gamétique d’une population 2m-ploide
avec n+1 alleles. Le morphisme d’algebres de Lie ¢:Derg(G(n+
1,2m)) = Derg(Z(n +1,2m)) est un isomorphisme.

Rappelons ici que l'algébre zygotique Z(n +1,2m) d’une population
2m-ploide avec n +1 alléles est I'algébre dupliquée de G(n +1,2m).

Soient maintenant K un anneau commutatif 4 élément unité, P un
K-module et d: P - K une application K-linéaire surjective laquelle se
prolonge en une K-dérivation de degré —1 de l'algébre symétrique S (P),
notée encore d. Si m > 1 est un nombre entier et K un Q-espace vectoriel,
considérons I'algébre gamétique SF(P,d) du K-module (P,d) (cf. [10]). On
sait que si P est libre de rang n+1 et d une dérivation convenable, on
obtient I'algébre gamétique classique G(n +1,2m). Le théoréme 2. 1.2 nous
donne, par localisation et globalisation, le théoréme suivant:

THEoREME 2.1.3.  Soient K un anneau commutatif d élément unité, P un
K-module, d: P — K une application K-linéaire surjective et m > 1 un nom-
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bre entier. Supposons que K soit un Q-espace vectoriel et que K soit
un anneau régulier au sens de Von Neumann. Si P est un K-module
projectif de_type fini, le morphisme d’algébres de Lie
Dery(Sg(P, d))— Derg(D(SZ(P,d))) est un isomorphisme.

Vu le théoréme 5.5 de [10], ceci nous permet de calculer I'algébre de Lie
des dérivations de D(SZ(P, d)). Plus précisément, on a le corollaire suivant:

CoroLLAIRE 2.14. Sotent K un anneau commutatif a élément unité, P
un K-module, d: P —» K une application K-linéaire surjective, m >1 un
nombre entier et supposons que K soit un Q-espace vectoriel. Si K est un
anneau régulier au sens de Von Neumann et si P est un K-module projectif de
type fini, il existe un isomorphisme d’algébres de Lie Derg( D(Sg(P,d))) =
Ker(d) >< gl(Ker(d)), ot gl(Ker(d)) désigne l’algébre de Lie du groupe

lindaire de Ker(d).

Dans le cas ou K est un corps de caractéristique zéro et P un K-espace
vectoriel de dimension n +1, le corollaire ci-dessus se traduit de la fagon
suivante:

CoroLLAIRE 2.1.5.  Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro
et Z(n+1,2m) U’ algébre zygotique d’une population 2m-ploide avec n +1
alléles. Il existe un isomorphisme d’algébres de Lie

Derg(Z(n+1,2m)) = K" x M, (K).
sd.

2.2. Duplication et Idempotents

On se pose ici le probléme de savoir si, dans le processus de duplication
d’une algébre, le nombre d’idempotents reste invariant. Soient donc K un
anneau commutatif 4 élément unité, A une K-algebre et D(A) (resp. A®; A)
la dupliquée (resp. dupliquée non commutative) de A. Notons encore
g: D(A)— A (resp. g: A® A — A) le morphisme des algébres défini par
Xix,; gy~ Lx,y, (resp. L, x,®y, — L, x,y,) et Ip(A) P'ensemble des idempo-
tents de l'algébre A.

TukorEME 2.2.1. Soient K un anneau commutatif d élément unité et A
une K-algébre. Le morphisme de K-algébres g: D(A) > A induit une bijec-
tion d’ensembles g:Ip(D(A))—Ip(A).

Puisque g: D(A) > A est un morphisme de K-algébres, il induit une
application d’ensembles g:Ip(D(A)) — Ip(A). Considérons maintenant I'ap-
plication quadratique f: A — D(A) définie par x — x-x. Il est clair que pour
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tout idempotent x de A, f(x) est un idempotent de D(A) d’ou1 application
d’ensembles f:Ip(A) — Ip(D(A)). 1l est maintenant facile de montrer que
f:Ip(A) = Ip(D(A)) et g:Ip(D(A)) — Ip(A) sont des bijections réciproques.

CoroLLAIRE 2.2.2. Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro.
Quels que soient les entiers m,n>1, on a une bijection d’ensembles
Ip(G(n +1,2m))—=Ip(Z(n +1,2m)).

ExempLE 2.2.3. Soit K un corps commutatif de caractéristique diffé-
rente de 2 et considérons l'algébre gamétique G(n +1,2) de I'héritage
mendelien simple dont la table de multiplication relative a la base naturelle
{€pre1-..,€,} Sécrit ee;=1(e;+¢e;) (i,j=0,1,...,n). Les idempotents
non nuls de G(n +1,2) s’ecrivent L}'_, a,¢; avec L]_,a, =1 donc, d’aprés le
théoreme 2.2.1, les idempotents non nuls de Z(n +1,2) s'écrivent
Tocicjan®ij€i ejavec Logigicn®;=1

Le résultat suivant est encore vérifié et sa démonstration est analogue a
celle du théoréme 2.2.1:

TukorEME 2.2.4. Soient K un anneau commutatif a élément unité, A
une K-algébre et A®: A sa dupliquée non commutative. Le morphisme
de K-algébres g: A® A - A induit une bijection d’ensembles

g:Ip(A®, A)>Ip(A).

Les théorémes ci-dessus nous permettent de tirer les conséquences suiv-
antes:

CoRroLLAIRE 2.2.5. Soient K un anneau commutatif d élément unité, A
une K-algébre, A® A sa dupliquée non commutative et D(A) sa dupliquée.
Le morphisme canonique de K-algébres A® A — D(A) induit une bijection
d’ensembles Ip(A® A)— Ip(D(A)).

CoROLLAIRE 2.2.6. Soient K un anneau commutatif d élément unité, P
un K-module, d: P — K une application K-linéaire surjective, m>1 un
nombre entier et supposons que K soit un Q-espace vectoriel. Il existe alors
une bijection d’ensembles

Ip(Sg(P,d))=>Ip(D(SE(P.d))).

On sait déja (cf. [10, théoréme 3.1]) que si K et un anneau connexe,
c’est-a-dire, ses seuls idempotents sont 0 et 1, les idempotents de la K-algébre
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gamétique SZ(P,d) s’écrivent t™, puissance m-iéme de ¢ dans Palgébre
symeétrique Sy (P), avec t dans P et d(t)=1. On a alors le résultat suivant:

CoroLLAIRE 2.2.7. Soient K un anneau commutatif da élément unité et
connexe, P un K-module, m > 1 un nombre entier, d: P — K une application
K-lindaire surjective et supposons que K soit un Q-espace vectoriel. Les
idempotents de 1’ algebre zygotique D(SZ(P,d)) sont de la forme t™-t™, ou
t™ est la m-iéme puissance de t dans Sg(P) et t est un élément de P tel que
dit)=1

Note FINALE. Le théoréme 2.3 de [9] est vrai mais sa démonstration
contient une lacune. Nous donnons ici la démonstration correcte.

TukorkME. Soient K un corps commutatif et n > 1 un nombre entier.
L’algébre de Lie A, = K™"*D n’est résoluble que sin=1ousin=2 et la
caractéristique de K est 2. Dans tous les cas elle n’est jamais nilpotente ni
semi-simple.

En effet, si n=1 et si ¢;=(1,0) et ¢, =(0,1) est la base canonique du
K-espace vectoriel K2 la table de multiplication de I'algébre de Lie A, = K2
relativement a cette base s’écrit:

€ €
e, 0 e te
23 — (e, +ep) 0

Donc, I'idéal AP =[A,, A,] est engendré par e, + e, et AP =[AD, AD]
=0, ce qui montre que I'algébre A, est résoluble. Par contre, I'idéal A! est
engendré par e, + ¢, ainsi que l'idéal A%=[A}, A,]. Ceci nous montre que
A QA =A%=--- #0, ie, lalgébre de Lie A, n’est pas nilpotente.

Supposons maintenant que n = 2 et montrons le théoréme pour 'algébre
A,=KS8 Si {e,,..., )} désigne la base canonique du K-espace vectoriel K¢,

TABLE 1

€ € € €4 s %
e 0 —e e 0 e +es e
€ € 0 —e te, —e e +e —e
e —e e —e 0 e e e +es
€ 0 € — e 0 e ey +eg
€| —€,7 € —€ g — € —€ 0 —esteg
6| —e 2 —e—es —e—€ €56 0
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0 By _T1, By _O0[y8l5 _6y 15 _6y 0y _65_ 8 _ 9 _ 9 _ € _ € _ € _ 31,

1, _ oty 0 1, _0l; 8 _ 85 _ 85_ Bly_Sy_ Tlg_Sp_ Oy _ S5 _ 3y _ 3 _ %y _ 11,

0Ty _ %1y Oy _Tiy 0 Ly Ly Ly _ vy _ ¥y _ vy _ By_Ty_ Ty_Ts_ Oi5_1,5_ |01,

Bl 4 6 82 La 0 85 — Lo — % 0 0 7 0 0 63

546 85 Ly % 0 0 6a _ 52 8 — Ly — % 0 0 83

015 4 63 85 Ly Ly 0 0 ¥y 0 0 8y _Tp 85 _ Ly _ L5
% %y 1+ % ¥a B_ S3_6 Y 0 % 0 0 2 0 %
% 5 4 % i 0 82 0 % — 0 ¥ — 0 % 0 a2
% 015 4 S5 ¥a 0 Ly 0 0 i 0 % — 83— = ]
€ %a 8y 11t G- Ta_6 0 0 % 0 0 ) €
£ %3 M5 4T 0 0 i % — % — 8 0 0 % %
%9 % 05 + Ta 0 L2 0 0 3 % — % — 0 Ta
31, 1, 01, 8y 85 Ly % N A € 3 Ty

cAIdVL
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la table de multiplication de I'algébre de Lie A, = K® relativement & cette
base s’écrit comme sur la table 1.

On voit que I'idéal AQ est engendré par les vecteurs e, —¢,, e, + es,
e, + g, €,, €; alors que AD est engendré par les vecteurs e, — ¢,, 2(¢, + €5),
2(el + ), 2€,, 233 Ceci nous dit que si la caractéristique de K est # 2,0n a

A2 AP =AP=-.. £0, ie, lalgébre de Lie A, = K® n’est pas résoluble.
Mms si la caractensthue de K est 2, I'idéal AD est engendré par le vecteur
—e, et AD =0, ie, A, est résoluble.

Supposons que n =23 et considérons I'algébre A, =K' Si {e,,...,e;5}
désigne la base canonique de A, sur K, la table de multiplication de A,
relativement a la base donnée s’écrit comme sur la table 2. L’idéal AY est
engendré par les vecteurs ¢, — e5, €, — €g, €, + €y, €, + €}y, €, + €1, €5, €3,
ey, €g, €7, g de méme que l'idéal AD. Donc A; D AP =AP=--. 0, ce
qui montre que A ; n’est pas résoluble. L’existence de morphismes injectifs de
K-algébres de L1e A, —=A, ., pour tout entier n > 1 nous montre que A,
n’est pas résoluble pour n > 3. De méme, le fait que A, ne soit pas mlpotente
entraine que A, ne l'est pas non plus pour n > 1. Fmalement le fait que
A, 2 A! entraine que A, n’est pas semi-simple et ceci, pour tout entier n > 1

(f. 5)).
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