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La biologia se ha convertido en una disciplina cada vez mas
cuantitativa, especialmente con la disponibilidad en afios
recientes de grandes cantidades de informacién numérica
experimental. Secuencias de ADN, concentraciones de
proteinas en organismos vivos, niveles de expresidon
genética y muchas otras mediciones ahora son posibles de
obtener a un costo cada vez mas bajo. Como resultado,
muchos modelos matemadticos que antes eran
considerados especulativos ahora se pueden validar y usar
para hacer predicciones experimentales. En general, como
podemos hacer mejores mediciones a nivel molecular, la
biologia celular ha dejado de ser una ciencia cuasi-
descriptiva para acercarse cada vez mas a las ciencias
exactas como la fisica. Es decir, no solamente podemos
preguntar que pasa, sino también como pasa, en términos
de reacciones quimicas individuales.

DECISION CELULAR

Uno de los sistemas mas estudiados en biologia celular es
la comunicacién de sefiales a nivel molecular. Las células
reciben constantemente informacion del exterior y
reaccionan en respuesta a estos estimulos. Por ejemplo, si
una persona sufre una herida menor en la piel, una
molécula mensajera llamada EGF (factor de crecimiento
epidérmico) es emitida en la herida y viaja hacia células
cercanas. EGF se adhiere a receptores sobre la membrana
celular, causando una reaccidn quimica en cadena que
finaliza con la divisidon celular, todo esto para ayudar a
cerrar la herida. En este sentido el input del sistema es
EGF, y el output es la divisién celular. Si la concentracién
de EGF es baja, es importante que el sistema no reaccione
y que no haya divisidn - de otro modo cualquier pequefa
concentraciéon de EGF causaria divisidon incontrolada, con
un resultado equivalente al cancer.

Este sistema presenta una situacion interesante - el input
es continuo, porque la concentracién de EGF es arbitraria.
Pero el output es binario, porque una célula no puede
dividirse a medias. De manera que la célula esta
transformando una sefal continua en una respuesta

binaria, y esta llevando a cabo lo que podria llamarse una
decision en respuesta al input: dividirse o no dividirse.
Podemos  representar la relacion input-output
graficamente (figura 1), donde vemos que la funcién de
respuesta es sigmoidea, es decir cambia rdapidamente de
un valor minimo a un valor madximo. El eje Y en esta
grafica es la concentracidn de proteinas que dirigen la
division celular propiamente, esta es la razén por la que no
tiene exactamente valores binarios.

HEMOGLOBINA: SISTEMA DE DECISION MOLECULAR

Otro sistema distinto donde podemos observar elementos
similares a nivel molecular es la hemoglobina ( /). Esta
importante proteina tiene la funcién de transportar

oxigeno (02) en la sangre, y constituye alrededor del 95%
de la materia seca de la sangre. La hemoglobina tiene la
capacidad de adherir O2 en los pulmones y soltarlo en los

Organos periféricos como los brazos y las piernas. En
principio H también podria hacer lo contrario y

transportar O2 de los brazos al pulmén, lo que obviamente
seria contraproducente. Como veremos en un momento,
H tiene la habilidad sorprendente de transportar O,

principalmente en la direccion correcta.

En la figura 2 representamos la afinidad entre H vy O2

como funcion de la concentracion ambiente de 02.

Resulta que esta funcidon, medida experimentalmente, es
sigmoide. Cuando H se encuentra en el pulmén, la

concentracion ambiente de O, esaltay H capturaa O,.
Cuando H se encuentra en los dérganos periféricos la
concentracion ambiente de O2 es mas baja, y la afinidad
entre las dos moléculas se reduce significativamente, lo
que hace que O2 se libere. Asi, la forma sigmoide de esta

funcion hace que el transporte de oxigeno sea mucho mas
eficiente.

MULTIPLES POSICIONES

Que hace posible que la hemoglobina tenga esta respuesta
sigmoide a la concentraciéon de oxigeno?  Hace ya cien
afos una propuesta fue hecha por A.V. Hill para explicar
este fendmeno. La idea es que cada molécula de H no
tiene solamente una, sino varias posiciones para adherirse
al oxigeno.  Ahora se conoce que la hemoglobina en
efecto tiene 7 =4 tales posiciones (figura 2, abajo). Hill
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Figura 1 Esquema de la reaccion generada por EGF al adherirse
a la membrana celular, y ejemplo de una respuesta sigmoide

propuso la siguiente simple reaccién que explicaria este
fenémeno:

H+n0,—%-C, C—L>H+no,

Aqui C representa el complejo formado por # moléculas
de oxigeno y una de hemoglobina. Como la hemoglobina

alterna entre las dos formas C y H sin cambiar su
concentracién total, tenemos la ecuacidon de conservacion

H+C:Hmt.

Usando el principio de accidn de masa, también comun en
reacciones quimicas, asumimos que la tasa a la que tiene
lugar cada reaccion es proporcional al producto de sus
reactantes:

C’=oHO! - BC=a(H, —C)O! - BC.

En estado de equilibrio Cc’'=0, y podemos calcular la
concentracién del complejo C como

n
C g

2
La fraccion C/Hwt corresponde a la proporcién de
hemoglobina adherida a oxigeno y representa una medida
de la afinidad entre // y O,. Esta funcién es sigmoide,
especialmente a medida que 7 aumenta. La funcién

x" /(K +x") se conoce como funcién de Hill en honor a

este modelo, y es una de las funciones mas importantes de
la biologia matematica. El exponente 1 se conoce como
coeficiente de Hill.

Este modelo es demasiado simplificado, en el sentido de
que las reacciones quimicas normalmente tienen lugar
entre dos o tres moléculas en un momento dado, no 7+ 1
moléculas en un mismo instante. Sin embargo el modelo
establece un principio clave que se observa en muchos
otros sistemas: la presencia de varias posiciones en una
misma molécula facilita la construccion de funciones
sigmoides y sistemas de decision celular/molecular.

MODELAJE USANDO LA FUNCION DE ACTIVACION

La idea de usar moléculas con varias posiciones para crear
respuestas sigmoides aparece con gran frecuencia en la
literatura. Las modificaciones en cuestion pueden
corresponder a la adherencia de una molécula, pero
también modificaciones covalentes como la fosforilacion,
acetilacion, etc. Varios modelos se han propuesto para
describir en mas detalle las reacciones de proteinas con
multiples posiciones, por ejemplo el modelo de Monod-
Wyman-Changeux (1965) y el de Koshland-Nemethy-Filmer
(1966). Generalmente se asume que la proteina es
cooperativa, es decir, que después de modificar una
posicion, otras posiciones se pueden modificar mas
facilmente.

En trabajo reciente del autor (Enciso, Vargas, Kellogg,
2014) se muestra que aunque la cooperatividad de una
proteina es Util, no es necesaria para obtener
comportamiento sigmoide. Suponemos en su lugar que
las n modificaciones son independientes entre si. En
sistemas diferentes a la hemoglobina, la modificacién de
las posiciones tiene el efecto de cambiar la actividad de la
proteina. Por ejemplo, si se trata de una enzima, es
posible que solamente pueda llevar a cabo su funcién si
esta suficientemente modificada.



Definimos el nivel de activacién de una proteina como

a(x), donde x es la fraccion de modificaciones en una
molécula dada. Por ejemplo, en el caso de la hemoglobina
se tiene a(x)=x, ya que la activacion (i.e. el nivel de
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pUImon transporte de oxigeno) es proporcional a la fraccion de

posiciones ocupadas por 02. En el caso de proteinas con

o
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5 o 10 posiciones de fosforilacion, es posible que se
requieran varias modificaciones antes que la proteina se

o
N

comience a activar, y la funcidn a(x) misma podria llegar

Afinidad H-O,

a ser sigmoide. Llamamos a a(x) la funcion de activacién

del sistema.
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Defina p como la fraccion colectiva total de

o
=
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N
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modificaciones en una muestra de la proteina. Suponga
n o
que I es uno de los 2" estados posibles, con

exactamente I modificaciones, y que P[ % Pwt es la

concentracién de proteina en estado I y la concentracion
total, respectivamente. Usando la condicion de
independencia, la probabilidad de que una proteina
escogida al azar este en estado / se puede calcular de dos

maneras distintas como P /P = p=p)~". Asi

tot
podemos calcular la concentracidn Pl de proteina con

exactamente I modificaciones:

el
Il
o

n i n—i
=P, ; p'(1-p).

Dado que la actividad de una proteina con I
modificaciones esta dada por a(i/n), se calcula la

actividad total del sistema como

n . n

P=Yd “|B=P, Y o = |"|pa-py.
n l

i=0 i=0

Se puede demostrar que el lado derecho de la ecuacidn

converge a la expresion tha(p) a medida que 1 —> oo,

De esta manera se obtiene la aproximacié P = Ptma(p) )
Figura 2: Afinidad estimada entre hemoglobina y oxigeno,  es decir

medida experimentalmente. La hemoglobina consiste en

cuatro copias de una misma estructura, y permite la adhesién _

de cuatro moléculas de oxigeno. f(E) - P"’ta(p(E))
Fuente:http://www.bio.davidson.edu/Courses/Molbio/MolSt
udents/spring2010/Hua/Hemoglobin.html donde E es el input que lleva a cabo las modificaciones (

@)
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(1)

enzimas, etc.), p = p(E) es la fraccién colectiva de

posiciones modificadas dada la concentracién de E ,



a(x) es la funcién de activacién, y f(E)=P es la

actividad total, es decir el output del sistema. Esta
aproximacion permite estimar la funcion de respuesta del
sistema usando mediciones independientes, dado que

P(E), a(x), P, sepueden medir experimentalmente.

Otra ventaja de esta ecuacidn se encuentra en su uso para
el modelaje practico de proteinas con varias posiciones.
Un modelo bioldgico puede contener tres o cuatro
proteinas con una docena de posiciones cada una. Es
demasiado oneroso modelar todos los posibles estados de
cada proteina separadamente en este contexto. Por otro
lado, si se asume que cada proteina tiene solo dos estados,
activo e inactivo, se esta practicamente asumiendo que
n =1y se elimina la complejidad aportada por el numero
de posiciones. Sien lugar a eso se usa la aproximacién (1),
se puede mantener un numero limitado de variables (en

este caso soIop,P) y al mismo tiempo hacer uso del
numero de posiciones. En particular, si la funcion a(x)

es sigmoide, es facil ver que f(E) también puede serlo.

QUIMIOTAXIS

Uno de los sistemas biologicos mas estudiados es la
capacidad que tienen muchos microorganismos para nadar
en busca de nutrientes, llamada quimiotaxis. Bacterias
como E. coli no tienen ojos ni oidos para encontrar comida,
pero tienen lo que podria llamarse una excelente nariz:
receptores en su membrana que detectan cambios
minusculos en la concentracidon del nutriente. Nadando
tentativamente en una direccién al azar, si la bacteria
siente que la concentracién de este nutriente esta
aumentando, entonces continua nadando en esa
direccion; de lo contrario, la bacteria da vueltas al azar
buscando una nueva direccion. El resultado es un
algoritmo altamente eficiente para encontrar nutrientes y
sobrevivir.

En el diagrama de la figura 3 (linea azul) se representa la
sensibilidad de la 'nariz' responsable por la deteccién de
nutrientes. Se trata de la concentracion de CheA, proteina
que representa el nivel de activacién de los receptores,
como funcién de la concentracién de nutriente L. Esta
funcion es sigmoide, aunque en este caso la concentracion
de CheA baja, en lugar de subir, a medida que L
aumenta. Supongamos que la concentracién promedio del

nutriente en un momento dado es Lo' Se puede ver que

si la concentracién es un poco menor o mayor que L _, se

genera un gran cambio en la activacion de CheA. Esta
sensibilidad es esencial para la quimiotaxis, porque los
cambios relevantes de concentracion pueden ser
extremadamente pequefios.

La razén que esta nariz puede ser tan sensible a cambios
en la concentracién del input L es, como se podra
adivinar, consecuencia de la modificacion en mdltiples
posiciones (figura 4). Los receptores capaces de adherir al
nutriente estan juntos unos a otros formando matrices
hexagonales altamente regulares, esencialmente
formando un solo objeto con un gran numero 71 de
posiciones de adherencia. Basados en esta informacidn,
mi estudiante Shane Ryerson y yo propusimos una funcién

de activacion aM(x) del receptor, y desarrollamos un

modelo de este sistema.

éiQue pasa si la concentracién promedio de L no es
cercana a Lo? Esta pregunta es importante, porque en

ese caso se pierde buena parte de la sensibilidad del
sistema. Resulta que la bacteria es capaz de adaptarse a
diferentes concentraciones a mediano plazo: si la
concentracidon cambia consistentemente para estar cerca a

L, en lugar de L, la funcién de activacion de CheA
eventualmente cambia para detectar cambios pequefios

alrededor de L1 y asi mantener la sensibilidad deseada.

OTRAS APLICACIONES

Una gran cantidad de sistemas en biologia molecular
dependen de respuestas sigmoides para su funcion.
Algunas veces esta funcién se puede interpretar como una
decision celular. Otros sistemas bioldgicos requieren
funciones sigmoides para crear comportamientos
dindmicos complejos, como por ejemplo oscilaciones
periddicas en la concentracion de proteinas, o la presencia
de varios estados de equilibrio en el sistema. En el trabajo
(Enciso Vargas Kellogg 2014) se desarrollo una aplicacién
de las funciones de activacién a(x) en el contexto de la

regulacion celular en la levadura. En este modelo varias de
las proteinas tienen multiples posiciones, y su analisis fue
posible gracias a la reduccién en la ecuacion (1).

A medida que se conoce mas sobre sistemas especificos en
biologia molecular, se han descubierto principios que se
aplican igualmente en sistemas totalmente diferentes.
Estos principios de disefio de sistemas moleculares dan



orden a lo que de otro modo pareceria inaccesible, y el uso
de multiples posiciones para crear funciones sigmoides es
un ejemplo particular. Las matematicas son especialmente
utiles para estudiar principios de disefio porque permiten
abstraer propiedades comunes y describir
comportamientos posibles, independientemente del
contexto.
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FIGURAS

Figura 1: Esquema de la reaccidon generada por EGF al
adherirse a la membrana celular, y ejemplo de una
respuesta sigmoide.

Figura 2: Afinidad estimada entre hemoglobina y oxigeno,
medida experimentalmente. La hemoglobina consiste en
cuatro copias de una misma estructura, y permite la
adhesion de cuatro moléculas de oxigeno.

Fuente:
http://www.bio.davidson.edu/Courses/Molbio/MolStuden
ts/spring2010/Hua/Hemoglobin.html

Figura 3: La bacteria E. coli nada a través de sus flagelos, y
busca comida usando receptores en su membrana como
nariz. Diagrama de la activacion de CheA como funcién de
la concentracidn ambiental del nutriente.

Figura 4: Diagrama de las reacciones basicas en la
guimiotaxis. Experimentos recientes muestran que los
receptores estan organizados en forma hexagonal (Briegel
et al, 2014). Modelo matematico, funcién de activacion

aM(x) usada, y solucién del sistema como funcion de

tiempo, bajo un aumento y reduccidn de la concentracion
de nutriente de 20% en (=10 y =50 ,
respectivamente (Ryerson y Enciso, 2014).
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