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0.1 Introduccidn

En 1927 el matematico austriaco Hans Hahn demostrd un teorema que hoy enun-
clariamos como

Teorema 0.1 Sea F un espacio de Banach, V' un subespacio de F, y [ un funcional
lineal sobre V' tal que f(r) <||z||, para todo = € V. Entonces eziste una extension
lineal I' de [ definida sobre %, tal que () <tz i, para todo x € .1

Mientras tanto, en Polonia, Stefan Banach llevaba a cabo una investigacion sobre los
espacios vectoriales normados completos (es decir precisamente lo que hoy conoce-
mos como espacios de Banach), que llevaria a la publicacién del tratado Théorie des
opérations linéaires (Warsaw, 1932). En la pdgina 28 de este tratado se demuestra
una version algo mds estilizada del mismo resultado, al que en 1938 Bohnenblust y
Sobczyk (habiéndolo extendido a espacios complejos) se referirfan como “Teorema
de Hahn-Banach’. Se dice también que el matemitico Edward Helly pudo haber
obtenido las ideas esenciales del teorema antes que todos los demds, ver Hochstadt
(1980).

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar el teorema de Hahn-Banach (HB)
como sustituto del axioma de eleccién (AC) en el sistema axiomstico de Zermelo-
Fraenkel. Se sabe que HB es en este sentido més débil que AC, pero también que
su demostracién no es posible sin hacer uso de AC, es decir que involucra nece-
sariamente un paso no constructivo; de esta forma HB permite demostrar algunos
resultados cuyas demostraciones dependen usualmente de AC. Para entender el
contenido de eleccién en HB se tratardn varios teoremas de diferente naturaleza,
tanto conocidos como formulados por nosotros mismos, y %e estudiard cudles de
estos implican o son implicados por HB en ausencia de AC. Si ambas cosas suceden
se dird que ambos teoremas son equivalentes. Se hars un énfasis especial en los re-
sultados que constituyan formulaciones ezplicitas de eleccién, es decir que afirmen
la existencia de una eleccién de elementos en una familia de conjuntos bajo ciertas
condiciones; para esto se usard el lenguaje de las familias dirigidas e inversas de
conjuntos. También se centrars la atencién en teoremas que son formas debilitadas
de resultados mds conocidos, para ilustrar en cada caso de qué forma el contenido
dc eleccién a disposicin incide on la fucrza de las afirmaciones. Tal vez el resultado
mas importante de este trabajo fue haber encontrado un principio de eleccién en
familias inversas de espacios vectoriales, equivalente a HB, que perseguimos durante
todo el semestre y alrededor del cual gira la segunda mitad del capitulo principal.

Todos los teoremas enunciados se demuestran sin hacer uso de ningiin tipo de
eleccién, a no ser que se especifique lo contrario. Salvo por los rudimentos en teorfa

"Hans Hahn, Uber lineare Gleidhungen in linearen Riumen”, Journal fir die reine und ange-
wandte Mathematik 157, 1927, pp. 214-229,




de conjuntos necesarios para entender e] parrafo anterior, y algo de anilisis fun-
cional, para la comprensién de este texto sélo se necesita una formacién general en
matemdticas. Después de un capitulo de preliminares, en el capitulo 2 se presen-
tan varios resultados equivalentes con el Teorema del Ideal Booleano Primo (IBP).
Estos se debilitan en el capitulo 3, formando teoremas equivalentes con el Teorema
de Hahn-Banach; el lector podrd usar como gufa la tabla de implicaciones en el
apéndice. El capitulo 3 es original, asi como la segunda parte del capitulo 2. El
resto es expositivo, aunque una buena parte de los teoremas se demostraron a nues-
tra manera. Estamos particularmente orgullosos de 1a seccidn 3.4, que define un
centro de masa para subconjuntos acotados de un espacio de Hilbert a los que se ha
definido wna cierta distribucién de masa, y que termina con una elegante parado ja.
El dltimo capitulo constituye una aplicacién de HB en lo que tal vez sea la
consecuencia mas polémica del axioma de eleccion, la paradoja de Banach y Tarski.
La eleccién de esa aplicacién particular no es casual, finalmente todo este trabajo
presupone una critica acerca del axioma de eleccion, y cabe la pregunta sobre qué
otro axioma podria servir para remplazarlo. Pues bien, si el criterio es la consistencia
con la intuicién, el capitulo 4 nos dice que el axioma de HB tampoco nos sirve.
En cuanto a por qué dudar del axioma de eleccién, podemos decir que hay otros
axiomas, como el de determinacién, que también ofrecen un panorama matemdtico
interesante, pero que son irreconciliables con el axioma de eleccién, de manera que
hay que optar por el uno o por el otro. Tal vez exista, un axioma mds débil que el
de eleccidn que nos ayude a evitar ests fragmentacién, ¥ la forma de trabajo usada
en este texto puede ser un primer paso para encontrarlo.
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Capitulo 1

Preliminares

”Yet what are all such gaieties to me
Whose thoughts are full of indices and surds?
z? + Tz + 53

—. 1ln

Lewis Carroll

1.1 El teorema de HathBanach

Comenzamos por exponer la demostracién mas corriente en la literatura del teorema
principal de este texto, la cual usa el axioma de eleccidn (en la forma del lema de
Zorn). Esta prueba es, pues, formalizable en ZF+AC.

Definicién 1.1 Dado F espacio vectorial sobre R, una seminorma sobre F es una
funcién p: F — R tal que

i) ple+y) < ple) +p(y), Yo,y e B

i) p(Az) = Ap(z), Vz € B, VA€ R, A> 0.

Lema 1.2 Sean E espacio vectorial sobre R, p seminorma sobre E, V < E,
f+V o> RUbned f<penV. Dadoz € E~V eziste F ' V + Rz — R
eztension lineal de f, tal que FF < p en V + Raz.

Demostracién: Nétese que como « & V, cada z € V + Rz puede escribirse de
manera dnica como z =v+kz, v €V, k€ R. Para \ € R, la funcién

g(v+ kz) = f(v) + kA

es una extensién lineal de de f. Se escogerd A de forma que g < pen V + Rz, Mas
exactamente, se escogerd A de forma que Vo € V@ g(v + 2) < p(v + z), glv —1z) <
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o plo—), ydeesta forma, parav € V, k > 0 € R se tendrg kg(v/k+x) < kp(v/k+z):

asi g(v +kx) < p(v + k). Similarmente con < 0.

Parav e V, glo+z) <p(v+z) & ) < plvt+z)— fv), y glv~z) < plv—x) &
f(w) = plv — ) < A Por otro lado, dados wv € V arbitrarios, f(u) + flv) =
= flu+v) <plu+v) < plu—z) + plo + z) v fu) — plu-z) < plv + z) — f(v).
Puede verse entonces que

Sup(f () = plu—)) < Inf (o + 1) ~ £(v)

uey

Tomando A entre estos dos niimeros se obtiene el resultado.

Corolario 1.3 En la notacidn anterior, para W < E extension lineal finita de V
existe F: W — R extension lineal de f, F < pen W,

Nétese que este corolario no hace uso de ningun tipo de eleccién.

Teorema 1.4 (Hahn-Banach)(AC) Sean E espacio vectorial sobre R, p semi-
norma sobre £, V< E, v :V — R lineal, w<penV. Entonces existed: F — R
extensidn lineal de @, & < p.

Demostracién: Sea
K={#: W > R|V <W < E, 4 extensién lineal de @, P < p}

¥y sea ¥y < 1y si 1y extiende a ¢y, Es claro que (K,<) es un orden parcial. Si
€ € K es una cadena, entonces puede verse que {JC' —en un sentido conjuntista—
es una funcién lineal acotada por p définida sobre una extensién lineal de V' que
extiende a ¢ (es decir UC € K) y a todos los elementos de (es decir que JC es
cota superior de C'). Podemos usar el lema de Zorn para obtener un elemento ®
maximal en K; pero si & estd definida sobre un subespacio propio de F llegamos a
una contradiccién por el lema anterior. -

- El teorema de Hahn-Banach requiere del axioma de eleccién porque en cada uno
de los (posiblemente infinitos) pasos inductivos existen muchas formas posibles de
extender la funcién - consultar la discusién sobre la paradoja de Banach-Tarski
y Wagon (1985, p. 207) para ver que, en efecto, Hahn-Banach no es un teorema de
ZF. ;



1.2 Algebras booleanas

El concepto de dlgebra booleana resulta de generalizar la idea de conjunto de sub-
conjuntos de un conjunto dado X , provisto de estructura a través de las operaciones
de unién, interseccién y complemento. Muchos de los teoremas en esta teorfa us-
an hipétesis de eleccién, y el Teorema del Tdeal Booleano Primo (IBP) tiene una
utilidad similar a la de HB en el anélisis funcional,

Definicién 1.5 Un dlgebra booleana es un conjunto B con dos operaciones binarias
+,, una operacioén unaria ¢, y elementos distintos 0,1 tales que para todo a,b, ¢ en ‘B:

laYa+a=a b)a-a=a
22) a+b=b+a 2b)a-b=b-a
3a) (@a+b)+c=a+(b+c) 3BblJa-(b-c)={(a-b)-c

da) a-(b+c¢)=a-b+a-c 4b)a+b-c=(a+b)-{a+c)
5a) a +a° =1 5b) a-a°=0
6a) a-0=a 6b)a-1=aqa

En particular para X conjunto no vacio, 4 C P(X), A # O cerrada bajo las
operaciones de unién, interseccién y complemento, A es un dlgebra booleana con
estas operaciones, 1 = X, 0 =0 (se llama a 4 un dlgebra de conjuntos).

Para consultar las propiedades elementales de las algebras booleanas se recomien-
da Levy (1979), de donde proviene la mayor parte de la informacién expuesta en
esta seccién. ' '

Decimos que a < b (0 ‘a contiene a b’) si a.- b = a, de acuerdo con la definicién
correspondiente en algebras de conjuntos; puede verse que < es un orden parcial
en B. Para (' C B decimos que (' es subdlgebra de B si €' es no vacio y cerrado
bajo las operaciones +,-,"; e ese caso C es también un algebra booleans con las
operaciones heredadas de B, Un homomorfismo es una funcién f : B — (' entre
dos élgebras booleanas B y C que preserva las tres operaciones. .

Se dice que a € B es un dtomo si a # 0 y no existe b # 0 con b < a. Un 4lgebra
booleana B es atdmica si para todo b € B distinto de 0 existe un dtomo o € B con
a < b, ‘

Lema 1.6 Toda digebra finita es atémica.

Demostracién: Sea B un élgebra finita, y supéngase que B no es atémica. En-
tonces existe a; # 0 en B tal que a; no contiene ningiin dtomo. En particular a; no
es un dtomo, luego existe a3 # 0, ay < a1, Pero a; tampoco es un 4tomo, y asi existe
az # 0, az < a, etc. Llegamos a una contradiccién repitiendo este procedimiento

| Bl + 1 veces.




Definicién 1.7 Sea B 4lgebra booleana, Una particién de B es un subconjunto
finito P de B, 0 ¢ P, tal que

YVpge P, p#tqg: p-g=0

Wy p=1

pel
Definicién 1.8 Sea B &lgebra booleana, y sean P, @ particiones de B, Definimos

PQ={p-qlpe P qcQ, p-q+0}

Llamamos a PQ) el refinamiento comin de P y Q.

Lema 1.9 PQ es una particién, y cada elemento de PQ) puede escribirse de manera
dnica en la formap-q, pe P, g€ (). Ademds,

#) POR — POR
para todas las particiones P,Q, R de B.

Demostracién: Para P € P, q1,qe €Q, (D1, q1) # (P2, @2) se tiene py-q1po-go =
P1-P2-q - q = 0 — esto muestra que cada elemento de PQ tiene una tnica
representacion, y que sus elementos son disyuntos dos a dos. Ademds

PEP, qEQ pel 9€Q peP
y asi PQ) es una particién.
i) y ) son evidentes. Para ver i) notese que

PQR={p-q-r|pc P, geQ,reR, p-q-r #0} = POR

El siguiente lema describe una dualidad entre particiones y subslgebras finitas
que serd importante en los siguientes capitulos.

Lema 1.10 Dada una, subdlgebra finita C de B, el conjunto de dtomos en C es
una particion de B. Recfprocamente, dada una particion P de B obtenemos una
subdlgebra finita de B tomando las sumas arbitrarias de elementos en P (incluyendo
0 como la suma vacta). De hecho, ambas operaciones son inversas la una de la otra.



Si [ es un ideal-en B que contiene A, entonces por definicién D C J ; esto
completa la prueba.

Lema 1.13 Unideal I es primo si y sdlo si es mazimal, es decir si no estd contenido
propiamente en otro ideal.

Demostracién: Si [ es primo, entonces no puede estar propiamente contenido en
ningun ideal J, pues si a € Ja & I, entonces a° € I ya+a® =1 € J, una
contradiccién. Por otro lado, supéngase / maximal, y sea a ¢ B con a 1, a° ¢ 1.
Considere A = I U {a} en el sentido de lema anterior: si ¢ € [ tal que c+a = 1,
entonces a° < ¢y a® € [, contradiccién. Encontramos asi un ideal que extiende
propiamente a I, y con él una nueva contradiccidn.

' Teorema 1.14 (Teorema del Ideal Booleano Primo)(AC) Sean B un dlgebra
booleana, I un ideal en B. Entonces existe un ideal primo J en B que contiene o f.

Demostracién: Considere el conjunto T = {J C B| J ideal, I C J}, ordenado
por inclusién. Entonces T es no vacio, y dada una cadena S C T, puede verse que
U5 es un ideal que contiene a I, y a cada K € S. Podemos aplicar el lema de Zorn 7
para obtener un elemento maximal de T', es decir un ideal J que extiende a I y que
no estd contenido propiamente en ningin otro ideal, q.e.d.

-~

1.3 Familias dirigidas e inversas

" Der Regen fliesst eben herunter und fliesst eben nicht
nach oben.”

Bertolt Brecht

El material de esta seccién es una transcripcion bastante fiel de Gratzer (1979),

. pp. 128-132.

: Decimos que un orden parcial (7, <) es dirigido si paratodo i,j € [ existe k € [
“coni<k, j<k

Definicién 1.15 Se défine una familia dirigida de conjuntos A como una triada de

~los siguientes objetos:

4} Un conjunto parcialmente ordenado dirigido ({, <), llamado el soporte de A.
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Una coleccién de conjuntos no vacios (Ai)ier.

i) Para cada i, j € I, i < 4, una funcién @i 1 As — Ay, de manera que Pk 0Py =
Piky + << § <k, y oy es la funcién identidad.

Se denotard a la familia A como (A;, 1) e en lugar de ((£, <), (A;)
azones obvias de comodidad. Se abreviard la condicién 44 ) diciendo que las
nciones (y;;) son coherentes.
Dada una familia dirigida A4 = (Ai, fij)ijer, definase la siguiente relacién en
1A para a € Ay, b € Aj, a ~ b si existe k > 4, § tal que wir(a) = p(b). Esta
finicién solamente tiene sentido cuando los A; son disyuntos dos a dos, y si éste
es el caso es mejor usar conjuntos equivalentes disyuntos como A, = Ay x {i}.
es una relacién de equivalencia: la reflexividad y la simetria son evidentes. Para
obar transitividad sean a € A;,, be A, ce A, @~ b, b~ c. Entonces existen
2 bales que ji > d1,dp, J2 > dayds, ¥ 90 (0) = Piss (B), 9igja(B) = 9155 (c). Pero
ra k > jl ) j2’ ' .

‘Pilk(a‘) = (pjlk(ﬁoiijl (“‘)) = ‘Pﬁk(cpizjx (b)) = (pizk(b)
| = 05k{Pisn (1) = @ior(Pia3a (€)) = Wigilc)
Definicién 1.16 Se lamaré lmite directo de la familia dirigida A, o lim A, al

njiinto de clases de equivalencia de U A; bajo ~. Se denotara @ a la clase de a
el

ﬁiiicién 1.17 Se define una familia dirigide de dlgebras booleanas B como una
da de los siguientes objetos: :

)-Para cada i, € I, ¢ < j, un homomorfismo fi; : 4; — Aj;, de manera que
Jiko fiy= fir, 1 <J <K,y fu es la funcién identidad.

D'eﬁnimos operaciones en lim., B; de la siguiente manera: dadas dos clases de
valencia, escojanse representantes a,b de cada una de ellas de forma que 0,b €
"G I {esto siempre es posible porque (I, <) es dirigido); definase @ + b =
ba-b=a-b a° = a°. Para verificar la buena definicién, supénganse @’ ~

12
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Capitulo 2

Formas equivalentes a IBP

" You know, for a mathematician he did not have enough
imagination. But he has become a poet and now he’s
doing fine...”

Hilbert, sobre un alumno antiguo

O Fortuna
velut Luna
statu variabilis”

Carmina Burana

~

Por algtin tiempo se especulé que HB podria ser equivalente con IBP, especial-
mente desde que fue demostrado que IBP implica HB por Los y Ryil-Nardzevsky,!
e independientemente por Luxemburg.? En 1974 David Pincus rebatié esta conje-
tura,® construyendo un modelo de la teorfa de conjuntos en donde se satisface HB
pero no IBP. En forma similar se mostré que IPB no implica, AC “—ambas pruebas
estan bastante fuera del alcance de este texto. |

1J. Los, C.Ryll-Nardzevsky, "On the applications of Tychanov's theorem in mathematical
proofs”, Pund. Math. 38, 1951, pp. 233-237.
*W.A.J. Luxemburg, " Two applications of the method of construction by ultrapowers to anal-
ysis”, Bull. A.M.S. 68, 1962, pp. 416-419.
*D. Pincus, "The Strength of the Hahn-Banach Theorem”, 1974; ver hibl.
4J.D.Halpern and A. Levy, *The Boolean Prime Ideal theorem does not imply the Axiom of
- Choice”, Proc. Symp. Pure Math. Vol. XIII, Part I, pp. 83-134, 1971, '
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2.1 Algunos equivalentes de IBP en la literatura

Teorema 2.1 (ver Levy, 1979, 2.19) Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) Fristencia de ultrafitros: toda dlgebra booleana contiene un uftmﬁltm (o
equivalentemente, un ideal primo).

. @) El teorema del ideal booleano primo.

i) Representacidn de Stone: para toda dlgebra booleana B existe un congunto X
tal que B es isomorfa a un dlgebra de conjuntos sobre X,

~ Demostracién: ii)— iii) Para B dlgebra booleana sea X el conjunto de los ultra-
filtros en B. Sea, para a € B, H(a) = {U € Xla € U} Sia,be Beona £,
entonces el ideal / = {c € B|¢ < b+ a°} est4 contenido en un ideal primo J’
que contiene a b pero no contiene a a, y asi H(b) £ H (a) y H es inyectiva. Por
otro lado, puede verificarse que H(a-b) = H(a) N H(b), H(a*) = H (a)¢ usando
las propiedades bésicas de los ultrafiltros. La ley de Morgan muestra entonces que
H(a+b) = H(a)UH(b), y asi H(B) es una subslgebra de P(X)—es decir un algebra
de conjuntos sobre X-—isomorfa a B.

Para ver iii) — i) sea B dlgebra, y B’ 4lgebra de conjuntos sobre X isomorfa a
B. Para z € X fijo, sea U’ = {A € B'|z € A}. Evidentemente U’ es ultrafiltro, y
asi encontramos I/ C B ultrafiltro.

Suponiendo %), dada I3 4lgebra booleana e [ C 17 ideal definimos la siguiente
relacién en B: a ~ bsia®b = (a—b)+ (b—a) € I. Puede mostrarse que ~ es una
relacién de equivalencia, y que para a; ~ ay, by ~ by se cumple

ay-by ~ay-by, ay +by ~ay+ by, af ~as.
Esto nos permite definir operaciones ‘
o] + ] =[a+], [a] - [b] = [a-b], [a]" "—“:[a“]

en el conjunto de clases de equivalencia de B3, llamado 13/1, formando el dlgebra
cociente de I3 sobre I. La funcién o — [a] es un homomorfismo natural de B3 en 13/,
con kernel /. Ahora sf, por i) existe J ideal primo en B/1. Sea I’ = {a € Bia] ¢ J};
entonces [ C ' C I3, y para a,b € I’ tenemos [a+b] = [a] +[b] € J, luego a+b e I,
De la misma forma sia <h, b€ I, se tienea € I, y si a ¢ I, entonces [a] no estd
en .J, pero [a]® = [a] € Jy a” € I'. Asi, I' ideal primo.

El teorema de représentacién de Stone justifica la intuicién de ver toda algebra
booleana como un 4lgebra de conjuntos. En ausencia de IBP el teorema anterior

nos dice que la representacion de Stone es solamente eso, una intuicién.
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Es un hecho conocido que el axioma de eleccién es equivalente al teorema de
Tychonoff, que afirma que el producto arbitrario de espacios topolégicos compactos
es compacto. Una de las demostraciones mas elegantes del teorema de Tychonoff es
la que se lleva a cabo basdndose en la existencia de un ultrafiliro gue extiende a un
filtro en un contexto apropiado. Si se supone ademds que los espacios topoldgicos
en cuestién son de Hausdorff, entonces puede hacerse que esta extensién sea el dnico

-uso del axioma de eleccién—la tinica construccién no determinista—en la prueba.,
De esta forma se muestra que IBP implica el teorema de Tychonoff para espacios
compactos de Hausdorff. De hecho se cumple el siguiente teorema, que enunciamos
sin demostracion:

Teorema 2.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Bl teorema del ideal booleano primo.

it) Tychonoff Housdorff: para toda coleccién (X;)icr de espacios topologicos com-
pactos de Hausdorff, el espacio producto [Tic; X; es compacto.

(ver Levy (1979), VIL.2.21)

Es importante hacer aqui una observacién: en ausencia de AC, dada una colec-
cién de espacios topolégicos (X;)icr no podemos decir a primera vista que el pro-
ducto [];er X; es no vacio. Sin embargo si asumimos el teorema de Tychonoff Haus-
dorf (o si el lector lo prefiere, IBP, que es lo mismo) entonces podemos mostrar
ademds que dada una familia (X;);c; de espacios topologicos compactos de Haus-
dorff, donde cada X; es no vacio, se tiene [T;c; X; # @ (esto es, el axioma de eleccién
para espacios compactos de Hausdorff): sea ¥; = X; U {p}, con p & Uscr Xs, y sea
Ty; = 7x, U {{p}UU|UJ € 7x,}. Entonces (¥, 7y,) compacto de Hausdorff con X; cer-
rado. Asi [;c;Y; es compacto por el teorema de Tychonoff Hausdorff; la coleccién
{m71(X)| i € I}, m; proyeccién sobre Y;, tiene interseccién no vacfa por cumplir la
propiedad de interseccidnes finitas, es decir Jle; Xi # ©. '

2.2 Dos equivalentes no tradicionales de IBP

Se presentan ahora dos axiomas propuestos por el profesor Caicedo, que involucran

a las familias inversas. Pueden verse como formas explicitamente debilitadas del

axioma de eleccién, en cuanto que afirman la existencia de una eleccidn (a;)ie; en
- una familia de conjuntos (A;)ies con a; € A; para cada i € I, con la diferencia de
“que se imponen_condic"iones adicionales a la familia de conjuntos y a los elementos
-escogidos.
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ACC finito: Sea (4;, ff)i,jg familia inversa de conjuntos finitos.
Entonces existe (a;)ics, a; € A;, tal que (a;)ier es coherente, es decir
fi{a;) = a;, para todo i, j ¢ I, i<y

ACC compacto Hausdorff: Sea (X, f9)i jer familia inversa de cs-
pacios topoldgicos compactos de Hausdorff. Entonces existe (a;)ic;, a; €
Xi, tal que (a;)ses es coherente,

Visto de otro modo, las conclusiones afirman simplemente que los limites inversos
son distintos de vacio. La condicién ‘4; finito’ en ACC fnito no se puede eliminar:
para verlo tdmese { = N, 4, =N,y f(k) = k+ (m —n), para n < m, como en
la seccién 1,3.

Teorema 2.3 Son equivalentes en ZF-
i) El teorema del ideal booleano primo.
ii) ACC compacto Hausdor(f,
iW)ACC ﬁm"to.

Demostracién: 4) — ii): dada (X, f7); jc; familia inversa de espacios topoldgicos
compactos de Hausdorff, sea para i < jen [

77 = {(z) € [ Xl fi(z;) = 21}

kel

~

Sea Y C X ; % X; grafo de f,’ , el cual es cerrado porque f/ continua, X; Hausdorff.
Entonces Z7 = n{ (), 7! proyeccién sobre X 5 X X, y asi Z{ es cerrado. Por otro
lado nétese que el producto [Txe; Xi # @ es compacto; sea (z) € [Tger Xi. Para
'il < jlr i2 < jZa- --ain Sjn; sea k > i’ysj‘ys 7= 1:' ces T Sea v E'Xky Y

yz.,=f,;"'§,(y),' ’Y:l—...n
U =[50, v=1...n
Yi = &, 8 F oy Jyy K

Entonces (y;) € M;-; Z;7. Concluimos que Mic; 27 # @

i) — 4ii): obvio. ‘ |

La demostracién de #ii) — i) se pospone para el préximo capitulo, en donde se
seguird de un teorema més general,

Hasta aquf los equivalentes de IBP que estaran involucrados en la discusién del
préximo capitulo. Como una curiosidad, he aqui para el lector interesado otros tres
resultados equivalentes a IBP, provenientes de diferentes campos:
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Teorema de completitud {en la légica de primer orden):® Para
PCLY pelS sid I= @ entonces @ i~ ¢,
. Compactificacién de Stone-Clech:$ para todo X espacio topolégico
completamente regular, existe la compactificacién de Stone-Cech de X.
3-coloracién de grafos:” Sea G un grafo tal que todo subgrafo
finito de G se puede colorear con 3 colores. Entonces G se puede colorear
con 3 colores.

2.3 IBP implica HB

Teorema 2.4 IBP implica HB.

Demostracién: Se demostrars el teorema de Hahn-Banach usando el axioma de
eleccién coherente compacta Hausdorff. Sean F un espacio vectorial, p una semi-
norma, V< By € V' tal que p < p. Sea [ = {IF < Ly diml" < oo}, [
ordenado por inclusién. Definanse para ' < G en I, Ap = F'i Ag = @' y
Y% ¢+ G — F' la funcién restriccién. Es ficil ver que ({, <) es un orden parcial
dirigido, y que las funciones v§ son lineales y coherentes entre si. Ahora, como
F’ tiene dimensién finita, podemos asociarle una topologia natural, a saber aque-
lla inducida por una norma arbitraria definida sobre F ‘—cualesquiera dos normas
son equivalentes y generan la misma topologfa. Puede verse ademéss que las fun-
ciones &, por ser lneales, son automaticamente contimias para estas topologias.
Sea Cp ={f e F|f=pen FNV, f < pen I}. Para ver que Oy es compacto
como subespacio de F”, sea {by,...b,} base de F, y ||-1| la norma euclidea inducida
en F por esta base. Si f, — f en I, f, € Cp, entohces en particular fao — f
puntualmente y asi f € O, por lo que (p es cerrado. Por otro lado, para f € Cp,
tenemos —p(—be) < fby) < p(b), k =1...n, y para z = ol [T < 1, se
tiene en particular ;| <1y |f(z)] < nM, donde M es el maximo de los niimeros
)y, p(bn), —p(~b1), ..., —p{—b,). De esta forma Cy es cerrado v acotado en
I’ con la norma inducida por (F, || ||}, y como F es de dimensién finita puede verse
que Cr es compacto. Gracias al axioma de eleccion coherer_‘ite compacta de Haus-
dorff encontramos (fr)re; coherente bajo restricciones. Definimos @(z) = fr(z)
para & € IV, donde F' € I arbitrario con z € F; la coherencia de las funciones fr
asegura la buena definicién de ®. Ademas, la condicién fr € Cr implica que ® es
una extension lineal de ¢ acotada por p.

SH. Henkin, "Metamathematical Theorems equivalent to the Prime ldeal Theorem for Boolean

Algebra”, Bull. A.M.S. 60, 387 (abstract).
5H, Rubin, D. Scott, " Some topological theorems equivalent to the Prime Ideal Theorem”, Bull, -

A.M.S 60, 389, 1954 (abstract).
TH.L#uchli, ”Coloring infinite graphs and the Boolean Prime Ideal Theorem”, Israel Journal

of Mathematics 9, 1971, pp. 422-429,
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Capitulo 3

Formas equivalentes a HB

"Pero sabed que todos estamuos de acuerdo, digamos
lo que digamos.”

{(Turba Philosophorum)

3.1 Elecciones difusas

Definicién 3.1 Sea B 4lgebra booleana. Una medida sobre B es una funcion m :
D — R tal que

i) m()>0, ¥be B
i) m(a+b) =m(a) + m{), Va,b€ B, a-b=0
i) m(l) =1

Llamaremos IMedidas a la afirmacién ‘dada una slgebra booleana, B, existe una
medida m sobre B’. Enunciaremos ahora un principio de eleccion coherente similar
a ACC finito pero mds débil, que sers equivalente a HB.

Definicién 3.2 Para un conjunto finito A, una eleccion difusa en A es una funcién
a:A—100,1] con Ypc s afa) = 1.

El concepto de eleccién difusa tiene varios nombres y definiciones equivalentes en
diferentes teorfas, como por ejemplo una probabilidad en un espacio de probabilidad
finito, o un elemento del simplejo generado por A (en topologia algebrdica, para A
geometricamente mdependlente en un espacio vectorial}, o un cierto subconjunto de
A en la teorfa de conjuntos difusos. En este caso lo vemos como una generalizacién
del concepto de eleccién de un elemento de A.
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Definicién 3.3 Sean A, A, conjuntos finitos, f: A; — A,. Dos elecciones difusas
vy, ap en Ay, A; respectivamente se dicen coherentes respecto a f (o simplemente
coherentes) si para todo a en Ay se cumple a,(a) = Yees1(a) 21{C).

Considere la siguiente afirmacién:

ACC difuso finito: Sea (4;, /)i jer familia inversa de conjuntos
finitos. Entonces existe ()ics, @ eleccién difusa en 4;, tal que (i )ier
coherente, es decir Vi, j & [, i < j: @y, @j coherentes respecto a f7.

Ahora, la eleccién de « difuso en A es equivalente a la eleccién de una medida
en P(A). Esta es la base para nuestro

Teorema 3.4 ACC difuso finito es es equivalente con IMedidas.

Demostracién: Supéngase dMedidas, y sea (4;, ff )ijer familia inversa de conjun-
tos finitos. Considere la familia (P(A;), gi;)ijer con g:;(U) = f71(U), U C A;. Es
evidente que las funciones g;; son homomorfismos coherentes, por lo que se trata de
una familia dirigida de 4lgebras booleanas. Sea B = lim_, P(4;), y m medida sobre
B, m(B) = 1. Entonces m induce a una coleccién coherente (1:)icsr de medidas en
(P(A:), gis)iger, m:i(U) = m({U]). Definiendo cv;{a) = m{a}, i € I, es obvio—por
la coherencia de (m;)—que (a;) es coherente.

Supo6ngase ahora ACC difuso finito, y sea B un dlgebra booleana. Sea (B;, Uj)iger
una familia directa formada por las subdlgebras finitas de B, 15 identidad, y sea
A; C B; la particién generada por B;. Se tiene entonces que para i < j, Aj es un
refinamiento de A;, y para cada d € A; existe un tnico ¢ € A; con d < ¢ Definase
fi(d) = ¢. Por construccién, (f7) es coherente, y asf (A:y f1)i jer €s una familia
inversa de conjuntos finitos. Sea ¢; una coleccién coherente de elecciones difusas, y
definase en B; la medida

mi(u) = > alc)

cEA;, eSu

Asi, para i < 7,

my(n) = Z di(c): Z Z a;{d) = Z a;(d) = m;(u)

ceA;, eu c€A;, eSu d€A;, d<c deA;, d<u

De esta forma (m;) es coherente, e induce a una medida en lim_, B; ~ B haciendo
m{lu]) = mi(u), v € B

La prueba original que teniamos de este teorema era varias veces maés larga y
oscura: en ella se construia explicitamente la idea de limite directo en una familia
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directa de dlgebras, que yo no conocfa, y que parece ser comin en la literatura—
afortunadamente para la claridad en la prueba, desafortunadamente para su origi-
nalidad. |

Dada un dlgebra booleana B, una medida m sobre B que s6lo asume los valores
0y 1 induce un ultrafiliro F' = {b € B|m(b) = 1} de B (si a,b € F, entonces
mb —a) < mfa) =0, luego 1 = m(b) = m(b—a) + m{b-a) = m(b-a)ya-beF;
las demds condiciones son evidentes). Igualmenie, un ultrafiltro I sobre B induce
a una medida mn haciendo m(b) = 1sib e F, m(b) = 0si b ¢ F. Nétese que si se
asume en el teorema anterior que tanto la medida m sobre B como las elecciones
difusas {a;) solamente toman los valores 0 v 1, entonces se obtiene una prueba
directa de la equivalencia entre ACC finito y la existencia de ultrafiltros en algebras
booleanas arbitrarias, que a su vez es equivalente a IBP.

3.2 Existencia de medidas

El resultado principal de esta seccién es la equivalencia entre HB y IMedidas; para
la direccién més dificil (IMedidas — HB) se consulté a Luxemburg (1969, teorema
principal). La prueba a continuacién simplifica sustancialmente la demostracién
original, de tal forma que no se menciona el sistema de reales no estindar (asf
como otras construcciones similares), usando en su lugar herramientas propias de
las familias directas e inversas tal como se hizo anteriormente.

Comenzamos por demostrar la otra direccidn:

‘Teorema 3.5 HB implica lo existencia de medidas en dlgebras booleanas arbi-
trarias. '

Demostracién: Dada un 4lgebra booleana B, sea
E ={f:A— R| A particién finita de B}

Si la intuicién nos dice que un 4lgebra booleana puede verse como una coleccién
de subconjuntos de un conjunto X, la misma intuicién nos debe decir que E rep-
resenta las funciones simples reales sobre X. Desde ese punto de vista esta prueba
resulta bastante natural; sin embargo nétese que una misma funcién simple puede
estar representada por varias funciones en E.

Para f; Ay - R,g: As -+ R en E, sea

f+g: Ady —+;’R, (f +9)(ab) = f(a) + g(b), donde a € Ay, b€ A,

Se recuerda que AlAé es el refinamiento comin de A; y As, ¥y que f + g estd
bien definida porque cada elemento de A;A; se puede escribir en forma tnica como
ab, a € Ay, b€ Ay Se define kf : A — R de la forma usual, k € R.
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Puede verificarse que £ es un espacio vectorial con la suma y multiplicacién
definidas usando las propiedades de las particiones y sus refinamientos mencionadas
en el primer capitulo. Definimos sobre E la seminorma || f ||= SUPLe4 | f(a)].

Sea S = {f € B} f constante}, y para f € S sea (f) =l f]i. Es obvio que 9 es
subespacio de E, ¢ lineal, ¢ <|| || en S. Sea pues ® extension & la HB de &, es decir §
extension lineal de ¢ dominada por || {|. Seaahoram : B — R, m(0) = 0, m(l) = 1,
y m{a) = ®(f,) para a # 0,1 en B, donde f, : {a,a°} — R, fa(a) =1, fu(e®) =0.
- Para a,b # 0,1 en E con ab = 0, tenemos ¢(fors — (fs + fo)) =0, luego

m(e + b) = q)(fa-%b) =@(fa + fo) = m(a) + m(b)

Por ultimo, sea a # 0,1 en B. Entonces m(a) <|| fu||= 1, m{a®) <|| fuc |
m(a) + m(a®) = 1, lo que implica m{a), m(a®) > 0.

=]-5y

Para demostrar el reciproco del teorema anterior enunciamos, sin demostracién,
el siguiente resultado: ‘

Lema 3.6 Sean X un espacio métrico, Y un espacio méirico completo, D C X
denso, y f : D — Y uniformemente continua. Entonces existe f : X — Y tal
que [ es una extensidn continua de f.

(Ver Munkres, Topology, o first Course, §7.1, ex. 2) .
En particular, si X es un espacio vectorial normado, D < X esdenso,y f: D -
R es lineal continua (por tanto uniformemente continua), la extensién continua f
también serd lineal, por la continuidad de la suma en X,
_ Se aplicard el Lema 3.6 de la siguiente manera: dado A conjunto arbitrario,
sea m medida en P(A). Haciendo X = {f € R* | f acotado}, deffnase para
8 =317, axp € X funcién simple arbitraria,

f.s dm = lé‘;azm(ﬂ)

Considerando a X como espacio vectorial normado con la norma del supremo, la
funcién [ dm es lineal continua en el subespacio I? de las funciones simples. Pero
una construccién conocida de la teoria de medida muestra que D es denso en X:
para f € X,n € N, dividase el intervalo {— || f ||, || / |[] en n partes iguales,

- ) VTIRA K
5= [wo, o), Iy = [21,22), 00y Lo = [Tae1, 20, @ = — [ f]] +T

Entonces la funcién s, = Y7, 2.xs-1(ry cumple con || s, — f ||< EHT{H, y la
sucesién {s,} converge a f. Extendemos [ dm a todo X, usando el Lema 3.6, y
hemos demostrado el siguiente teorema.
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Teorema 3.7 Para un conjunto arbitrario A, X = {f € R* | f acotada} y una

medida m en P(A), la integral definida como arriba es un funcional lineal continuo
sobre X.

SiRBC i m = m.
1 3 C A, definimos jf;fdm fAXBf dm
Teorema 3.8 Sean m una medida sobre A, y f: A — R acotada.

a)Sz'A:BUC, DNnC =9, entonces/fdm,:/fdmwl—ffdm
A B e
b) Si BC A estal quem(BY=0d f=0e¢en B, entonces\/;gfdm:&

¢) Si f>0en X, entonces/f dm > 0

Demostracién: a) se deduce inmediatamente de la linealidad de [, dm. Para
ver b), si m(B) = 0 sea {s,} — f como arriba; entonces {xgs.} — xa/f, ¥

ffdm:fngdm: limfxgs,,dm:(}
B A n—o0 f 4

Si f =0 en B la afirmacién es evidente. |
c) Para f > 0, puede encontrarse {s,} sucesién de funciones simples con {s,} —
[ como arriba, y s, > 0, de manera que [ s, dm >0, ¥Yne N,y

f [ din= nlgl;lo / 8 dm >0

~

Se deduce del Teorema 3.8 que la funcién [ dm es creciente: para f < gen X
se cumple [ f dm < [ g dm.
Por altimo tenemos el

Lema 3.9 Sean A, B conjuntos, v: A —— B ymy,my mec‘i_iddé sobre P(A),P(B)
respectivamente t.q. YU C B : ma(U) = mi(y"1(U)). Entonces para f : B — R
acotada se cumple

[ fdma= [ 1oy dm

Demostracion:

i) Para s = Y°_, a;Xg, simple, puede suponerse sin pérdida de generalidad que
{E;} es una particién de B; entonces {y~'(f%)} particién de A (algunos elementos
pueden ser vacios), y 50y = o en yHE). Asi,

: k
_ fso v dmy = zk:a.‘-ml('y_l(Ei)) = Eaimz(E,-) = fs dmsy

i=1

24



it) Para f arbitraria, sea {s } — f, con s, simple. Entonces también {s,07} —
fory, yasi

: /f o dimny = limp_e /Sn oy dmy = limy_qq /sn dniz = ff ding
Ahora estamos listos para demostrar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 3.10 La eristencia de medidas en dlgebras booleanas arbitrarias implica

HB.

Demostracion: Dados E espacio vectorial, p seminorma, V < F, ¢ : V — R
lineal, ¢ < p, tdmese como soporte I al conjunto de las extensiones lineales finitas
de V en F, ordenado por inclusién. Claramente (I, <) es un orden parcial dirigido.
ParaW eI sea Weldualde W y

W' = {ip ¢ W' [ extiénde a @, p < p}

Es decir, W " es el conjunto de las "extensiones & la HB’ de p sobre W. Para U < W
sea 6 : W' — U la funcién restriccién, Entonces (W, 0 Juwer €s una familia
inversa de conjuntos, Nétese que W’ #£ @, YW € {—ver Corolario 1.3.

Por otro lado, si tomamos los conjuntos (P(W'))wes con las funciones nuw :
Py — PW), U<V, nuw(Q) = (0%)"1(Q), puede verse que (P(W'), nuyy) es
una familia dirigida de algebras booleanas. Podemos formar B = lim_, P{(W’) y
tomar sobre B una medida m. Ahora, m induce a una familia coherente de medidas
(mw) en (P(W'), nuw) haciendo mw(Q) = m(Q). Usando la medida my podemos
definir la integral { f dmw para cada funcién f: W' > R acotada, W € I.

Sea = € FE. Definase W, = gen{V U {z}}, v & . W’ — R la funcién de

evaluacién, €,{1) = ¥ (). Como para todo 9 en W/, se tlene P(x) < p(x), ¥(—z) <
p(—x) (luego ¥(z) > —p(—=x)), entonces e, es acotada. Definase

d(z) = / £z Amw,

- sz .z ‘ vo o , 7t
Ahora, nétese que para W, < W también hay una funcién de evaluacién &, : W' —
R, yqueé,=¢g,0 OEV;; gracias a la coherencia de las medidas (mw), se tiene

/ &y dinw = f g; dimw, = ®(z).
En particular, para :r;,-jjr € F, haciendo W = gen{V U {z,y}}, tenemos
O(x) + d(y) = [é_,,, dmw + féy dmw = fémﬂ, dmwy = ®(z+y)
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Teorema 3.12 Seq [T espacio de Hilbert, C' C [T cerrado, convero. Enlonces para
cade x € II existe un dinico u C, llamado pex, con ' |

o~ pozll= af flz o]
Ademds, pcx estd caracterizado en por la ecuacion
(T — poz, v~ pex) <0, Vo e C

Demostracién: Sea d = infuec |z —v|l. Paran € N, sea D, = CNB(z,d+1/n).
D, es cerrado, convexo y novacio, y Dy 3 Dy D D, 2 ... La convexidad uniforme
de H muestra que lim,,_, diamD,, = 0 de la siguiente manera; supdngase que
diamD, > 2a > 0, Vn € N. Entonces existen TnsYn € Dny | Bn—yn|[> @, Yn e N,

In—=

! = Za=Z o in—z ¢
Sean ! = a+1jnr Un = J7T75 en By. Asi,

’ ' 8 «Q d 1
- —_—_— > —_— —_— —_
I > 57 2 ey ol s e 0 v

Por la convexidad uniforme de H existe § > 0 t.q.

Vhiy he € By : | hy — ha || iti

<1-4

hy+ hs
2

Parane N conl-§ < 'def/_n llegamos a una contradiccién por la convexidad de

W(D" — ), y asf imy,_ o diamD, = 0. .

La completitud de H garantiza que (Nnepn Dn # ©; de hecho, ,epr Dy consta de
un solo elemento u € C, que cumple con lo que buscamos.

Para la caracterizacién de poz ver Brézis, V.1.

Nota: enelcasode M < H cerrado, la caracterizacién de pﬂ,}x toma la forma
(z — pya,v) =0, Vo e M, '

Recordamos que H’ se define como el conjunto de las funciones reales lineales
continuas sobre H. La suma, multiplicacién y norma usuales en I’ definen un
espacio vectorial normado.

Teorema 3.13 (Representacién de Riesz-Fréchet) Sea H espacio de Hilbert.
Considere la funcion 7 : H — I, 1,(h) = {(z,h). Entonces T es una isometria

lineal,
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Demostracidn: Es claro que 7 estd bien definida — la continuidad de 7, est4 garari-
tizada por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. si 7,, = 7,,, entonces en particular
{1, Ty - Ta) = (Tg, &1 — Ta), luego x) = x2 (en general, para IT espacio de Hilbert
se tiene

f@)=0,VfeH =>2z=0

para todo ¢ € H. Esto no es claro en absoluto para E espacio vectorial normado
arbitrario!) ~

Puede verse también que 7 lineal, y || 7. |l=lz ||, z € H. En cuanto a la
sobreyectividad, sea ¢ € H’. Entonces M = ¢ 1(0) < H cerrado. Si M = H,
entonces ¢ = 1p. Sino,seay € H— M,y z = (y —puy)/ |y — pay . Se tiene
|z ]l=1,{z,v) =0, Yo € M. Resulta que M y gen{z} son suplementarios: su
interseccién es trivial, y

Vhe H: h=%m+(b—% )Egexln{a:}+M
Ademss,

y asl ¢ = To(eye

" Teorema 3.14 Para H espacio de Hilbert, la funcion ¢ : H — H", £,(¢) = v(z),
es una isometria lineal. En particular, todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Demostracién: Para 7,7, en H', sea (7,,7,) = {,y). Entonces (f’,{,)) es de
Hilbert, y el producto interno {, ) genera la norma usual en A’. Ademas la funcién
7' H' — H", 7,(%) = (@,) es isometria lineal. Pero para z € H,

(17 01a() = T (1) = (2,1) = £aln), Vr, € .

Finalmente, me parece importante mostrar que, en ZF, (R”, 0) es un espacio de
Hilbert. Para esto sélo falta ver que R™ es completo con la métrica usual,

Lema 3.15 [ = {0,1] es compacto en K.

(ver Rudin, 1953, 2.38:2.40)

Demostracién: Sea {U)}sea recubrimiento abierto de /, y supéngase que no
existe ningin subrecubrimiento finito de I. Entonces por lo menos uno de los inter-
valos [0, ], [4,1] no puede cubrirse con finitos abiertos en {Ux}aca. Sea I1 aquel que
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tenga esta propiedad —si ambos la tienen, escdjase el que estd mds a lo izquierda,
es decir [0, %] Sean a; < by los extremos de [}, y repitase el procedimiento divi-
diendo Iy en forma similar, ete. Se generan ast dos sucesiones a1 < as < a3 < ...
ybhu2by >b3 > ... tq |by — | = gin, ¥ [@n, b.] no puede cubrirse con finitos
abiertos, para todo n € N, Sea a = SUP,epr @n = infnepr b, en I. Cubriendo o con

U, abierto, A € A, obtenemos una contradiccién,

Corolario 3.16 [e,d] = [a1,di] X ... X [cn,dn] es compacto en R™, pare ¢,d €
Rn’ [ S d,

Demastracidn: La prueba del lema anterior puede llevarse a cabo para [, d;] de
la misma forma que para [0,1]. El intervalo [c,d] es entonces el producto de n
espacios topoldgicos compactos — nétese que no se hace uso del axioma de eleccién
para mostrar que un producto finito de espacios compactos es compacto.

Lema 3.17 R" es completo*,

Demostracion: Sea Ay D A; D Ajs... coleccién de cerrados no vacios en R, con
lim,, .. diamA, = 0. Entonces existen ¢,d € R*, y ng € M t.q. A, C [e,d], Vn >
ng. Asi, 4,, 2 A,, D ... es una sucesién decreciente de compactos no vacfos, por

lo que
ﬂ A, = ﬂ A, # 0.

n>ng neN

-~

Nota: la bibliografia sobre este tema parece ser muy escasa. Sin embargo, se
recomienda al lector el libro de Carlo Miranda (1978),® en donde se muestra en
particular un resultado {Teo. 10.T) que en nuesiro contexto puede interprefarse asi:

Lema 3.18 Fn ZF se tiene, para X espacio métrico separcible,

X completo <= X completb*'r

3Carlo Mirande, Istituzioni di Analisi Funzionale Lineare, Unione Matematics Italiana, 1978.
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3.4 Centro de masa

"Si Newton et Leibniz avaient pensé que les fonctions
continues n'ont pas nécessairement de derivée, le cal-
cul différentiel n’aurait jamais vu le jour.”

Emile Picard

En esta seccion, al igual que en la anterior, se demuestran resultados que se
usardn en la seccion 3.5.
Sean (H, {,)) espacio de Hilbert, C' C H acotado, y m medida en P(C). Entonces

el operador

fcdm:H’—r’R

es lineal, y como existe M > 0: C C By(0, M), entonces para f € H', || fl|< 1,

’[jfdmlSLlf|dm§LMdm=M

asi que f dm € H". Por la reflexividad de H, existe un tinico ¢ € H con
[ rdm=s@), Ve H

Teorema 3.19 Sean(H,(,)) espacio de Hilbert, C C H convezo, cerrado y acota-
do, y m medida en P{C). Entonces el vector x € H cone, = [, dm € H” pertenece
a C. . ~

Demostracién: Supongamos z ¢ C. Como C cerrado, convexo, podemos formar
la proyeccién de z sobre €, es decir poz € C con

(x —pox,y —per) <0, Vye

Sea v = per —x # 0. Considérese la funcién # : H — R, {(y) = (v,y — pet).
Tenemos entonces f(x} < 0, 8(y) > 0 Vy € C, f(pcz) = 0. Como C es convexo
y acotado, # afin, entonces /) = #(C) es convexo y acotado, es decir IJ = [0,a) 6
D = [0,a], @ € R. Podemos definir una medida m’ en P(])) segiin

m/(U) = m(0l51(U)), UC D

Vemos que las medidds m,m’ son compatibles respecto a 8¢ en el sentido del .
Lema 3.9. Usando este lema obtenemos

f'zdm':fzoBdm=f3dm,
D o) c
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Yy como

ng-adm'ﬁf adm =a
D D

entonces f 0 dm € [0,al. Pero la funcién 0(y) + (v, po) = (v,y) es lineal continua;
se sigue

/ 6 dm + (v, pox) = /CB + (v, pox) dm = 0(x) + {v, pcx)

luego / Qdm < 0 contradiccién.

\j \ " ;

El vector z = e Y f~ dm) puede interpretarse en un sentido fisico como el
centro de masa de ' inducido por la distribucién de masa m. En efecto, sean 7 =
{A1, Aq, ... A,} particibn de C, a; € A;, i = 1...n, y definase |7| = maz;_1. diamA;.
Entonces una aproximacion del centro de masa de ¢ esté dada por el vector

Y= (O)(m(Al)(11+ +m(A an)—gm

y In| es una medida de la exactitud en la aproximacién. El siguiente teorema afirma
no solamente que estas aproximaciones convergen, sino que lo hacen hacia el punto
que nos interesa. :

Teorema 3.20 Sean H espacio de Hilbert, C C H acotado, m medida en P(C) y
x € H como arriba. Fntonces

lim ) m(A)e; ==
1

fr|—0

Demostracién: Sea m = {Ay, Aq, ... A,} particién, a; € A;, 4=1...n,y suponga
7| < e. Seay =% m(A)a;. Parap e H', ||ol|<1,

p(z) = fccpdm: ;/A‘wdm
Para i fijo, tenemos {w(a;) — p(2)| <lla; — z||< €, para todo z € A;, y asi
m(As)plas) —mlAde < [ @ dm < m{Ap(a) +m(A)e
Sumando sobre i = 1. om, |
g"lm(Ai)ao(a,-) —e<3 [ pims ;m(fh)@(ai) re
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¥ por la linealidad de ¢,

oly) —= < p(z) < ply) +<, Yo € By

Esto implica necesariamente que ||z — y I<e.

A la luz del Teorema 3.20, la convexidad de C parece una condicidn necesaria
en las hipStesis del Teorema 3.19. Al mismo tiempo la clausura de ' parece una
condicién innecesaria: parece claro que cualquier distribucién de masa en un con-
junto convexo acotado ' debe tener un centro de masa dentro de C! En este sentido
el lector podré encontrar paradéjico el préximo teorema.

" Dado X espacio topoldgico, y F ultrafiltro sobre P(X), llamarrios el imite de
F al conjunto Nyep U. '

Lema 8.21 (en ZF+IBP) Pare X espacio topoldgico, X es compacto ssi todo
ultrafiltro sobre P(X) tiene limite distinto de vacio.

Demostracién: Sea X compacto, y F' ultrafiltro sobre P(X). Como F' tiene la
propiedad de intersecciénes finitas (pif), entonces {I/| U € F'} también tiene esta
propiedad, y asi por compacidad el limite es distinto de vacio. Reciprocamente,
suponga que X es tal que todo ultrafiliro sobre P(X) tiene limite no vacio, y sea
{C:}ier coleccién pif de cerrados en X. Podemos extender esta familia para formar
un filtro (ver 1.1), y éste a su vez a un ultrafiliro F gracias al teorema del ideal
booleano primo. Pero entonces

NC=NCa2NU#0.

i€l icl ver

-~

Teorema 3.22 (en ZF+IBP) Sea H espacio de Hilbert, y C C H acotado, con-
vezo y abierto. Entonces existe una medida m sobre P(C) tal que el centro de masa
de (0 inducido por m. estd fuera de (7. -

Demostracién: Sea ¢ € C fijo, ¢ # 0,y V = gen{c}. Sea A= CnNV. Entonces A

no es cerrado, pues '
a=supfa € Rlace C}-c¢ C

y a estd en la frontera de A—si a € C, entonces extistirfa ¢ > 0 t.q. B(e,a) C C,

v a+ 2—Iii_lc € (), contradiccidn. De esta forma 4 no es compacto como subespacio

topolégico de H, y existe F' ultrafiltro sobre P(A) tal que el limite de F es vacio.
No obstante I define ina medida en C,

1, UNAeF
m(U):{o, UNAgF
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(el lector puede verlﬁcar que T €s una. medlda) ¥ -€cOmo C‘ es acotado el centro
de masa = = £71( [, dm) estd blen deﬁmdo Mostraremos en dos partes que T no
puede estar contenido en C. SRR :

i) Suponga z € C — A Entonces x gZ Viseav =x—pyz, y y(y) = (v,y).
Tenemos

v dm =7(z) = (v,2) = (v, ) — (v, pvz) =[|v]*> 0

y por otro lado
fc'y dm = /C—A v dm + fA vdm = 0, contradiccién.

i1) Suponga ahora 7 = fc € A. Se va a mostrar que 7 es elemento del limite de
F' después de todo: para I/ € F, supéngase que la clausura de I/ en 4 no contiene
a x; entonces existe € > 0 tal que (f —¢g,f+¢)-cNU/ =@. Ahora, 7 = U; Uy,
donde Uy =UN(~o00,f —¢]-¢, Uy =UN[F+¢e00) ¢,y como F es ulirafiltro,
Ure FoU; €F. Seally € F (el otro caso es similar), y sea ahora §(y} = {c,y).

Se tiene
fc § dm = 8(z) = le, &)
y por otro lado

frx ddm = fU ] ddm > (B +¢€){c,¢), contradiccién.

Asiz € [ U, contradiccién.
eF

-

El lector podra sacar sus propias conclusiones sobre los motivos por los que este
resultado se antoja tan contraintuitivo.

3.5 Eleccién coherente en espacios vectoriales

Se entendera por espacio hilbertible un espacio vectorial topoldgico H para el cual
existe un producto interno compatible con la topologfa que lo convierte en un espacio
de Hilbert. Si H es un espacio hilbertible, diremos que C C H es acotado si U es
acotado en (H, (,)) para algim producto interno compatible (,). Si C acotado en
(H,{,)1), ¥ (,)2 es cualquier otro producto interno compatible, entonces la funcién
identidad i : (H,{,)1),— (H,{,)2) es lineal continua, y asi i(C) = C es acotado
en (H,{,)2). De esta manera no es importante la eleccién particular del producto
interno en la definicién.

33



.Dado i ‘hilbertible, C.- < I convexo, cerrado y acotado, m medida en P(C),
existe un inico 7y € C't.q. si (,) producto interno arbitrario, xy corresponde a [ dm
en (/,(,)): pues si xy, x> inducidos por {,}1, {, )2 respectivamente, entonces

fa) = [ 1 dm = J(w), ¥f €
luego =, = x3.

Lema 3.23 Secan H,V espacios hilbertibles, C C H, D C V convezos, cerrados,
acotados, p, v medidas en P(C), P(D) resp., vy : H — V lineal continua.
S_'updngase ademds que v(C) C D, y que u, v coherentes respecto a . Six &
C, y € D son tales que e, = [ du, g, = [p dv, entonces y(z) = y.

Demosfracién: Para todo f € V’ se cumple
f)= [ fdv=[ foydu=(fona)=fr(a)).

Enunciamos ahora el axioma

ACC hilbertible: Sea (H,, Y1) jer familia inversa de espacios hilbert-
ibles (] lineal continua, para cada ¢ < 7), (Ciier, Ci € H;, coleccién de
subconjuntos convexos, cerrados, acotados, (C;)icr coherente (es decir,
+(C;) € C;). Entonces

lim C; # 0
Teorema 3.24 La existencio de medides en dlgebras booleanas implica ACC hilbert-

ible,

Demostracién: Considere la familia directa (P(C}), 6:;)ijer, 6:5(U) =~ (), U C
C;. En B = lim_, P(C;) definase m medida con m(1) = 1; m induce a una coleccién
(m;)ier coherente de medidas. Para cada ¢ € I, encuéntrese z; € C; correspondiente
a fo, dm; en H;. El lema anterior garantiza que (zi)ies € lim.— C;.

Nétese que todo espacio vectorial V' de dimensién finita tiene una topologia
natural asociada, a saber, la topologia inducida por una norma arbitraria sobre V'
(enalesquiera dos normas sobre V son equivalentes, € inducen la misma topologfa).
Nétese ademds que para V, W de dimension finita, toda funcién lineal f : V — W
es automéaticamente contfnua con las topologias naturales asociadas. Por 1ltimo, es
obvio que todo espacio vectorial de dimensién finita es hilbertible.
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Teorema 3.25 ACC hilbertible implica la stguiente afirmacion, lamada ACC lin-
eal: Vit

Sea (V;,~] )ijer familia inversa de espacios vectoriales de dimensidn finita, (Cser,
Ci €V, coleccion coherente de subconjuntos convezos cerrados acotados. Enlonces

lim C; # 0

Notese que ACC lineal es una forma debilitada de ACC compacto Hausdorff: en

- tales espacios ser cerrado y acotado equivale a ser compacto, y los conjuntos (Coier,

adem3s de ser compactos, deben ser convezos; los espacios (H:)icr se convierten en
un marco para poder definir la convexidad.

Teorema 3.26 ACC lineal implica HB.

Demostracién: Haremos una prueba muy similar a la del Teorema 2.4. Dadas las
hipdtesis de HB, sea [ = {F < E|dimF < oo}, I ordenado por inclusién, y sea
Ap = F', 4§ funcién restriccién. Ademés sea Cp = {f € F'| f=@pen FNV, f <
pen F}. Es cuestidn de rutina verificar que (F',v%)re; es una familia inversa de
espacios vectoriales de dimensién finita, {Cr} coherente. De la misma forma que
en el Teorema 2.4, mostramos que los conjuntos C'x son cerrados y acotados, pero
ahora observamos también que son convexos: para f,g € Cp, A € [0,1], tenemos
para todo z € FNV: Af(z)+(1-MNg(z) = Ap(z)+(1—Ne(z) = ¢(z), y para tedo
yeF: A{y)+ (1 —-Ngw) < Ap(z) + (1 — N)p(z) = p(z). Gracias al axioma de
eleccién coherente en espacios de dimensién finita enconlramos (fr)res coherente.
La funcién ® : £ — R definida segiin ®(x) = fr(z), z € F estd bien definida por
coherencia, y claramente es una extensién lineal de ¢ acotada por p.

Corolario 3.27 Son equivalentes:
i) Fl teorema de Hahn-Banach
i) ACC hilbertible
ii) ACC lineal

Aunque técnicamente innecesario, el siguiente teorema muestra como ACC lineal
puede verse como una generalizacién de ACC difuso finito.

Teorema 3.28 ACC lineal implica ACC difuso finito.

Demostracién: Dada (4;, )i jer familia inversa de conjuntos finitos, considere la-
familia (R%)c;, y para i € [ al conjunto

C; = {a € R™| a eleccién difusa} |
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Entonces C; es convexo, cerrado y acotado en RAi—pensar en el simplejo generado

porey ey ... en R Ahora las funciones (f; )icr induciran funciones lineales (v ier
por medio de la base {ala € A;}, donde dfa) = 1, a(b) = 0 Vb # a. Definimos

+ ( ) ka) =Y kufi(a)
aEA; uEA;

Es facil ver, por construccién, que ~/(C;) € Ci. La eleccién coherente (a;)ier en
(RA, 47}: jes también es coherente en (Aiy f)ier en el sentido de la Definicién 3.3.

Aunque ACC lineal resulta ser mas 1itil en la practica que ACC hilbertible, la
siguiente es una aplicacién directa de éste 1iltimo.

Teorema 3.29 (HB) Sea H espacio de Hilbert, y sea (Dy)xea coleccion de con-
Juntos cerrados, convezos y acotados en H con la propiedad de interseccién finita.
Enionces yep Dy # O.

Demostracién: Considere el conjunto I formado por por los subconjuntos finitos
no vacios de A, ordenado por inclusién. Para i € [ sea H; = H, C;, = Mrei D
Puede verse que C; C I es cerrado, convexo y acotado, ¥ que la familia inversa
({1, ¢)1, junto con la familia de conjuntos (C});es, cumple con las hipétesis de ACC
hilbertible. Pero entonces la eleccién coherente (¢i)icr constard de un sélo elemento

¢ € (her Ci € Maea D

En espacios de dimensién finita sabemos que toda coleccién p.i.f. de cerrados
acotados tiene interseccién no vacia, gracias a que todo cerrado acotado es com-
pacto. El teorema anterior generaliza ese resultado a espacios de Hilbert arbitrarios,
imponiendo la condicién adicional de convexidad.

Teorema 3.30 (HB) Sea I un espacio vectorial normado, y sea {px}rea uno
coleccidn de funciones arbitrarias, py : F — R, tal que para todo Ay,..., A, ex-
iste f € By con f <y, i =1...n. Entonces existe h € Bp, h <, VAeA.

Demostracién: Sea /| = {(F,{A,... x| F < E, dimF < o0, Ap,... M, €
A, n>0€N) Sea (Fi{A, ... Au}) (G {in, - it D) si F <Gy {0 M) C
{#t1;.. . ptm}. Entonces (7, <) orden parcial dirigido. Para i = (F,{}\;,...\.}),
sea V; = F', y sea v/ : V; — V; la funcién restriccién. Asf, puede verse que
(Viy ¥ Vier s una familia inversa de espacios vectoriales de dimensién finita. Para

i=(F,{An,...A\n}) € ] sea R
Ci:{f € FII ”f“SLfSQO/\H k“_-‘]--u'n}




Del Teorema 3.29 se deduce (aplicando ACC hilbertible) que todo cerrado, con-
vexo, acotado en un espacio de Hilbert es convexo-compacto. Ahora ACC lineal nos
proporcionard un resultado andlogo en el espacio dual de cualquier espacio vectorial
normado., '

Teorema 3.33 (Alaoglu convexo-compacto, ALC) (HB) Para E espacio vec-
torial normado, la bola unitaria en K’ es conveza-compacta en la topologia og(E E).

en o(FE', F) tales que {Bm N Cy} es pif. Nétese que Bgr es convexa y cerrada en
o{E', E); por esto podemos suponer que Cy C By, {C} pif. Para cada A € A, sea
Px = 8UPgeq, [

Como {C\} es pif, Cx C Bg, la coleccién {@r}aca cumple con las hipétesis del
Teorema 3.30, y por éste teorema existe f € By tal que f < ¢y, VA € A, y asf
feC, YieA )

Demaostracién: Sea {Chi}iea, Oy € F, familia de conjuntos convexos cerrados

Corolario 3.34 (HB) Para F espacio vectorial normado, tode subconjunto cerra-
do, convezo, acotado de E' es convezo-compacto en la topologla o{E' , E).

Demostracién: Es claro que el teorema anterior puede extenderse a bolas con
centro en el origen de radio arbitrario en £, Por otro lado, es ficil ver que to-
do subconjunto cerrado convexo de un conjunto convexo-compacto—en un espacio
vectorial topolégico arbitrario—es también convexo-compacto. Combinando ambas
observaciones se obtiene el resultado. ~

Hacemos notar que, en un espacio de Hilbert 7, todo conjunto convexo-compacto
en la topologia débil estrella (identificando H con H") es también convexo-compacto
en la topologia fuerte. Para esto es suficiente observar que todo ' C H” convexo
cerrado fuertemente es cerrado en o(H”, H™), y por tanto cerrado en o(H”, H') ya
que H’ es reflexivo. Asf demostramos, usando ACC lineal, que todo conjunto con-
vexo, cerrado, acotado en un espacio de Hilbert es fuertemente convexo-compacto.
De hecho, es ficil ver que esta afirmacion implica el Teorema 3.29.

La prueba de "ALC implica HB"puede consultarse en Luxemburg (1969).
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Capitulo 4

HB y la paradoja de
Banach-Tarski

"Mais il serait une grave erreur de penser qu'on peut
trouver la certitude seulement dans les démonstrations
géometriques ou dans le témoignage des sens.”

A L. Cauchy

Parece haber en las matematicas tedricas pocos resultados tan patentemente
contraintuitivos como la llamada paradoja de Banach-Tarski, que afirma en su for-
ma mas simple que la bola unitaria en R3 puede descomponerse en finitas partes
que, reacomodadas adecuadamente usando s6lo rotaciones y traslaciones, se retinen
formando dos bolas idénticas a la bola original. Desde su demostracién en 1924,
este resultado ha generado una fuerte controversia, que ha llegado a poner en tela
de juicio al mismo sistema axiomatico ZFC —las hipdtesis del teorema, por decirlo
de alguna manera—, y en especial a la oveja negra del sistema axiomatico, AC.
Es justamente este tipo de resultados lo que puede motivar a remplazar AC por un
axioma més débil de eleccién, con la esperanza de que las matematicas asf obtenidas
se ajusten mas a la intuicién (lo que sea que esto signifique). Prefiero pensar en
la ‘paradoja’ de Banach-Tarski como una elegante aplicacién de los métodos alge-
braicos en la geometria, y como un ejemplo de la limitada intuicién que tenemos
sobre los subconjuntos arbitrarios de R*; ver Wagon (1994).

Fn esta seccién se hard una concisa exposicién de este resultado, usando como
referencia los capitulos 1-3 de Wagon (1994). Se tendra especial cuidado en no usar el
axioma de eleccién salvo cuando se mencione explicitamente, y concluiremos con un
teorema de Pawiikowski (1991) que muestra que Banach-Tarski es una consecuencia

de ZF-+HB.
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Comenzamos por describir la cualidad 'paraddjica’ que usaremos, en un contexto
adecuadamente general.

Definicién 4.1 Considere al grupo G actuando sobre el conjunto X yysea £ C X,
Decimos que E es (Y-paraddjico si existen Ay Ay By, ., B, CE disyuntos dos
ados,y gy,...,00, 01, .. by € tales que I = |2, 9, y B =", hiB,.

2 & .
i TR, ytr oo S ¥ By i
4

afa . 8. 4
En términos de estahdeﬁiiciéé”% éséﬁaem‘fostraré que si Gy, el grupo de isometrias
de R3, actiia sobre R® en forma, natural, entonces la bola unitaria es (s-paradéjica. |
Mas adelante se mostrarg que si F es G-paraddjico, entonces pueden encontrarse tes-
tigos Ay,...,An, By,..., B, C Eogi,..0ignhy, .. by € G tales que tanto {4;, B;}
como {g;A;} y {h;B;} son particiones de E. Teniendo esto, el resultado enunciado
se sigue facilmente,

Lema 4.2 Fy, el grupo libre de dos generadores, es paraddjico actuando sobre sf
mismo bajo multiplicacion por la izquierda.

Demostracion: Sean a,b las letras generadoras de Fy. Sean W(a), W(b), W(a™),
W (b=") los conjuntos formados por las palabras reducidas que comienzan por a, b, o~ !,
b~! respectivamente. Para ver que W (a) U aW(a™!) = F, nétese quesiry...r, es
una palabra reducida que no comienza por a, n > 0, entonces a~1ry...r, también
es una palabra reducida, y r1...7, = aa~'r;...7, € aW(a™1). Similarmente con

W (), W (bY).

Diremos simplemente que un grupo es paraddjico si lo es sobre si mismo en la
manera descrita. Ademss se recuerda que un grupo G actiia libremente sobre X si
g # x, para todo g # ¢ y  en X (se refiere al lector a Fraleigh, Algebra Abstracia,
cap. 16, para una breve introduccién a las acciones de grupo).

Teorema 4.3 (AC) Suponga que G actia libremente sobre X , ¥ que ( es paraddyico.
Entonces X es G-paraddyico. ‘

Demostracién: Dados 4, B subconjuntos disyuntos de G,y z € X, tenemos que
Ar y Bz son disyuntos por la accién libre de (7 sobre X. Sea (7:)ier una coleccién de
representantes de las orbitas de X con respectoa (7, [ = X /G (aqui nsamos fuerte-
mente el axioma de eleccién), y Ay, ..., A,, By,..., Bn C G, Fiy o1 Gny 1y oo i €
(7 testigos de la paradojicidad (?) de (. Definanse A} = Uier Axtiy B, = Uics Brr.
Evidentemente los A}, B}, son disyuntos entre sf; ademss

U g At = UaUAz=UU gtz =Gn=X

k=1 k=1 iel iel k=1 iel

Lo mismo vale para BY,... B! .
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Llamese ahora SO; al grupo de rotaciones de la esfera unitaria en R3, Puede
mostrarse que existen dos rotaciones g,7 ¢ SOs tales que todo producto finito
usando los elementos o,7,0',7! en SOs puede escribirse de manera dnica en

forma reducida; esto demuestra el siguiente resultado.
_Teorema 4.4 Eziste una inmersién de I en 80,.

(para la demostracién ver Wagon (1994, Teorema 2.1 ).
~ En lo que sigue identificaremos esta inmersién con Fy. Si la accién de este grupo
sobre la esfera unitaria S? fuera libre, tendriamos que S? seria Fa-paraddjico — y
* de hecho SO;-paradéjico. Sin embargo esta accién tiene varios puntos fijos, dos por
cada elemento de F2 — {1}. Sea D el conjunto formado por estos puntos fijos, y
considere S — D. Es facil ver que si € $2 — D, p € Fj, entonces pr € 8% — D
si pz = ¢pz, entonces z = p~ldpz. Como F actlia libremente sobre §2 — D, F,
paradéjico, entonces % — D es Fy-paraddjico. Este resultado es conocido como la
paradoja de Hausdorff, y lo reescribimos en el siguiente teorema.

Teorema 4.5 (Paradoja de Hausdorff)(AC) Considérese la accidn de SOs so-
bre S». Entonces existe D C S, enumerable tal que S — D es S Os-paraddfico.

Nota: En ausencia del axioma de eleccién enumerable, podemos enumerar D en
forma canénica usando la direccién de cada rotacién ¢ € Fy (1).

Definicién 4.6 Considere al grupo G actuando sobre el conjunto X. Se dice que
A, B C X son G-equifragmentables (6 A ~g B) siexisten {A1, Az, ..., A}, {B1, B,
..., Bn} particiones de A y B respectivamente, y gi,..., . € G tales que g;4; =
B;, i=1...n. Se escribe A < B si existe C € B tal que A ~g C.

No es dificil ver que ~¢ es una relacién de equivalencia en P(X). La relacién <
es reflexiva, transitiva, y cumple la siguiente curiosa propiedad cuya demostracién
esta inspirada en el teorema de Schroder-Bernstein. '

Teorema 4.7 (Banach-Schréder-Bernstein) Suponga que G actda sobre X, y
ABCX. SiA<B,yB <A, entonces A ~g B.

Demostracion: Sean f : A — By € B,y g + B — A; C A biyecciones
inducidas por las equifragmentaciones. Tal como en la prueba del teorema de
Schrider-Bernstein, sea Oy = B — By, y Dy = g(Cy),Cy = f(D1), Dy = g(Ch),
etc. Los conjuntos C}, asi como los conjuntos .f);, son djsyuntos entre si, y haciendo
C = Unen Ci, 1 = Upen s, se tiene f(A — D) = B —(, al igual que en la prueba
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del teorema mencionado. La equifragmentacién en A v B, induce a una equifrag-
mentacion en A - Dy B — C, y la equifragmentacién en B yAiaunaen Cy D,
Por iiltimo, como Ay A— D,y By B —C son disyuntos respectivamente, es ficil
ver que A ~g B,

Corolario 4.8 Suponga que G actda sobre X. EC X es (-paraddjico si y sélo si
existen A, B C I disyuntos, AU B = X, tales que A ~g E, B ~¢ E.
e

Demostracién: Sea F/ G-paradéjico, y A,,..., A, Bi,...,B,, C E gi,...,00, M,
..y hm € G testigos de este hecho. Si los ¢;4; no son disyuntos, podemos reducir
los A; convenientemente para que esto suceda — supongamos que ya se ha hecho,
al igual que con los B;, Para C = E —{J,_, , A;, tenemos C < E, F < C, luego
C g B,y Uiy o Ai ~ E. El reciproco es evidente.

Corolario 4.9 G actia sobre X, E C X paraddjico, y E' ~ E. Entonces E' es
paraddjico.

El tltimo corolario y la técnica del teorema de Banach-Schriéder-Bernstein re-
sultardn de gran utilidad en lo que sigue: considere nuevamente la accién de SOq
en %, y D C 8% como en la paradoja de Hausdorff. Sea { una recta que pasa por el
origen sin intersectar a D, y {a,az,...} una enumeracién de D. Para n, j,k € N,
sea ‘

Anji. = {6 € SOz rotacién sobre 1| 8" (a;) = ay}
Es posible enumerar cada A, en forma candnica, de manera que Un,jk Anjr s
enumerable. Sea p € SO3 rotacién sobre 1 que no esté en este conjunto. Entonces
p(D) N p(D) = O, ¥Ym < n. Haciendo D* = J,cn p*(D), tenemos que S? =
(82~ DYUD*~ (S - D*)Up(D*) = 8* — D, y asi 5% es SO3-paradéjico.
Ahora considere la bola unitaria I3 en R* bajo la accién de Ga. La descom-
- posicién SOz-paradéjica de S? induce a una descomposicién paradéjica de B — {0}.
Ademas, de la misma forma que se hizo en el pirrafo anterior puede mostrarse que
B ~g, B — {0}. Tenemos finalmente el resultado anunciado:

Teorema 4.10 (Paradoja de Banach-Tarski)(AC) Toda bolo solide en R3 es
(#3-paraddiica.

Nota: las bolas de radio 1 son todas equifragmentables con la bola unitaria; con las
bolas de radios distintos de 1 se repite un procedimiento similar.
Con las herramientas que tenemos podemos mostrar un resultado todavia més

desconcertante:
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Teorema 4.11 (Paradoja de Banach-Tarski, versién fuerte)(AC) Dados A, B C
R? acotados con interior no vacio arbitrarios, A ~q, B. ‘

Demostracién: Sea r > 0 tal que una bola B, de radio r est4 contenida en A,
Dividase B en n partes disyuntas tales que cada una de elias pueda cubrirse con
una bola de radio . Sea T un conjunto formado por 1 bolas disyuntas de radio
7, TN A = 0. Puede verse entonces que 4 ~ AUT. Pero también es claro que
B 2 AUT, luego B < A. Similarmente A < B.

. Para terminar, ndtese que el tinico uso del axioma de eleccién en esta seccién
se hizo en el Teorema 4.3. Fl siguiente elegante teorema remplaza al Teorema 4.3
en el caso que nos interesa, y sélo hace uso del teorema de Hahn-Banach, o mis
exactamente de este lema:

L.ema 4.12 (HB) Dade una fomilia arbitraria de conguntos (X;)icr, ewiste una
coleccion (i1:)icr, donde u; es una medida sobre P(X:} v u(X:) = 1, para todo
tel.

Demostracién: Considere A = {J C | J finito}, ordenado por inclusién. Para
J € A, sea By = P([Liey Xi), v sea vix(U) = mX-1(U), donde 7% es la funcién
proyeccién. Entonces (B, vsk)sxea es una familia directa de dlgebras booleanas,
y existe una coleccién (coherente) (117)sea de medidas sobre P([T;e; X;), J € A. El
resultado se obtiene tomando las s con |J| = 1.

-~

Teorema 4.13 (Pawiikowski, 1991)(HB) Suponga que Fy actda libremente so-
bre un congunto X. Entonces X es Fy-paraddjico. '

Demostracion: Sean a,b las letras generadoras de F, y sean a; = a, az = b, ay =
a™l, ay = b1, Sea A; el conjunto formado por las palabras reducidas ‘que terminan
ena;, i=1...4. Entonces los A; son disyuntos dos a dos, y siguiendo un argumento
similar al del Lema 4.2, vemos que Aja7' U Az = Fy, v en general existe una
permutacion o de {1,...4} tal que A7 U A, = Fy, i=1,...4.

Para el conjunto de érbitas X / F definase una coleccién d_e medidas _(p[m]);m;e X/ Fy
como en el lema anterior. Sean

X, = {v € X| pu(As) > %}, i=1...4

y sean Y] = X — (ain UagXs), ¥ = X — {asX3 U asX4). Es claro que a; X3 U
a2 X3 UY) = asX3Uaa X4 UYs = X, de manera que si mostramos que los X;, Y;
son disyuntos entre si estaremos listos. Dado que la accién de F sobre X es libre,
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es claro que los X; son disyuntos entre si, Para ver que ¥ NY; = @, Se mostrarg
Cque UL a.X: = X dado ¢ € X, existe 4 tal que ,LLF}(AU.;':E) < 1/2; pero [z] =

Far = A 'z U Ayiz, v ast (A ') > 1/2y ai'z € X, es decir ¢ : X
Por dltimo veremos que los X; son disyuntos de los Y:. Para esto, se muestra que
X C X5, ¢ 4 oj: como A; N As; = O, entonces A; C Aja.j‘l, ysiz e X,
" entonces M[zf(AjG;lm) 2 Az} > 1/2, vy 2 € a;X;. Asi, X; C a1 X para i # ol,
Kot € agXs, y los X; son disyuntos de ¥;. Similarmente con Y5.

Corolario 4.14 Los teoremas 4.5, 4.10 y 4.11 pueden ser demostrados en 4F+HB.

La paradoja de Banach-Tarski conduce a algunos resultados importantes en la
teoria de medida:

‘Teorema 4.15 (HB) Paran 2 3, no ezisten medidas finitamente aditivas definidas

en P(R") que sean invariantes bajo isometrias y que asignen medida 1 al cubo uni-
tario. '

Demostr_acién': Cualquier medida p en R® con estas caracteristicas deberd cumplir
0 < u(B) < 00, y la contradiccién se hace evidente por el Teorema 4.10, Cualquier
medida v en R”, n > 3 induce a una medida, # en R* haciendo p({A) = V(A x
[0, 1]"3).

En particular, deben existir conjuntos no Lebesgue-medibles en R3. Pero se
muestra en Foreman y Wehrung (1991) que, incluso en ZF--HB, si todo subcon-
junto de [0, 1] es Lebesgue-medible, entonces todo subconjunto de R" es Lebesgue-
medible, n > 1.

Teorema 4.16 (HB) Eziste A C R tal que A no es Lebesgue-medz’blef

Por dltimo enunciamos un teorema similar que se demuestra en Pincus (1974):

Teorema 4.17 FEriste A C R tal que A no tiene la propiedad de Baire. -
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~ Apéndice A

Tabla de implicaciones

Tychonoff AC
I l . ¥
Tych. Hdorff JMedidas {0,1} IPB ACC finito ACC comp. Hdrff

I AN

IMedidas HB ACC difuso finito ACC hilbertible ACC lineal

3A C R no Lebesgue-medible : 3A C R sin la prop. de Baire

A
Banach-Tarski

Los resultados situados al mismo nivel que AC, IBP y HB son equivalentes a cada
uno de estos tres teoremas, respectivamente. Entre ellos las flechas denotan, ademas
de implicacion, una relacién de debilitamiento en los enunciados. La paradoja de
Banach-Tarski no es un teorema de ZF —ver Wagon (1994, p.207)—, y por tanto
tampoco lo es ninguno,de los teoremas por encima de ella. En lo que respecta a las
otras dos afirmaciones, ver Pincus (1974).
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