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Résumé. Les espaces de modules de revêtements constituent un cadre approprié pour
l’étude de certains problèmes arithmétiques mettant en jeu courbes algébriques et fonctions
rationnelles. Dans un premier temps, nous revenons sur la construction de ces espaces ainsi
que sur leurs propriétés géométriques. Puis nous nous intéressons à leur utilisation à des
fins arithmétiques, par exemple pour le problème inverse de Galois, le problème de Hilbert-
Siegel, etc. Enfin nous considérons quelques développements récents comme la construction
de tours modulaires.
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1. Introduction

Dans un article de 1891 [Hu], A. Hurwitz explique comment on peut mettre une
structure de variété complexe sur l’ensemble des revêtements simples de degré fixé
d de P1 (“simple” signifiant ici que les fibres comportent au moins d − 1 points).
Par espaces de Hurwitz on entend aujourd’hui espaces de modules de revêtements
de groupe d’automorphismes fixé et pour lesquels on impose certaines contraintes
à la ramification. La construction générale et le développement de ces espaces
sont essentiellement dûs à M. Fried. Il faut y associer aussi les noms de Fulton
et Mumford pour leurs travaux sur les espaces de modules de courbes. Ce texte
reprend, en insistant sur les implications arithmétiques, les différentes étapes de
la théorie. Les sources principales sont [Fr2], [DeFr1-4], [FrVö], [Fr6].

Les espaces de Hurwitz constituent un outil de choix pour certains problèmes
diophantiens mettant en jeu courbes algébriques et fonctions rationnelles; plus
généralement, pour l’étude de l’arithmétique des revêtements de la droite. Par
exemple le Problème Inverse de Galois (dans sa forme régulière sur Q(T )) revient
à trouver des points Q-rationnels sur ces espaces. De façon générale, l’idée est de
regarder les contraintes que le problème étudié impose aux données intrinsèques des
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revêtements en question, comme le groupe d’automorphismes et la ramification, et
de voir ensuite s’il existe sur l’espace de modules associé d’éventuelles solutions, sur
C d’abord, puis sur le corps de base. Le problème conserve sa nature diophantienne
mais cette approche permet d’une certaine façon, de classifier les équations en en
abstrayant les propriétés structurelles.

Cette approche repose sur l’idée que la théorie des groupes, à travers la de-
scription des revêtements par leur monodromie, régit également l’arithmétique des
revêtements. Le problème de Hilbert-Siegel en est une illustration (§4.1), où l’on
voit la solution d’un problème arithmétique concret — l’étude de l’irréductibilité
des polynômes du type f(Y ) − t (f ∈ Q[Y ], t /∈ f(Q)) — provenir de la classifi-
cation des groupes simples. Plus généralement, on vise à développer des outils de
pure théorie des groupes, permettant d’apprécier les propriétés arithmétiques des
revêtements de monodromie fixée.

Pour les applications, le problème majeur est de trouver des points rationnels
sur les espaces de Hurwitz. On a des réponses sur Q pour les “petites” valeurs des
paramètres ou bien sur de “gros” corps K. Ces questions arithmétiques nécessitent
une étude géométrique préalable (§2): il faut commencer par déterminer les com-
posantes irréductibles de ces espaces, leurs corps de définition, leur structure
géométrique, par exemple, si elles sont (uni-)rationnelles, etc.

Les succès les plus marquants de la théorie des espaces de Hurwitz concernent
le problème inverse de Galois. Nous y revenons au §3. Il y a d’autres applications
(§4): au problème de Hilbert-Siegel, au problème de Davenport, au théorème de
Mason-Stothers, à un critère d’existence de points rationnels, etc. Afin d’illustrer
la méthode, nous détaillerons un peu plus l’une d’elles, la première (§4.1 & §4.2).

On peut espérer que de nouveaux développements viendront de la considération
de tours modulaires (§5). Ces objets ont été introduits par M. Fried [Fr6]. Une tour
modulaire est une tour d’espaces de Hurwitz associés de façon naturelle à un espace
de Hurwitz donné H; chaque niveau de la tour se projette sur H par un revêtement
de Frattini. L’exemple fondateur est celui de la tour des courbes modulaires. Ce
cas particulier est riche en résultats arithmétiques (théorèmes de Serre, de Mazur-
Merel, etc.). On peut se demander si des résultats de même nature subsistent dans
le cas général des tours modulaires.

La plupart des questions développées dans cet article ont pour origine des
problèmes diophantiens sur lesquels A. Schinzel a eu une grande influence. Ainsi,
l’approche modulaire des problèmes de Hilbert-Siegel et de Davenport (§4) a été
motivée par ses travaux sur les équations à variables séparées h(x) = g(y). C’est
aussi un résultat de Schinzel avec Lewis [LeSc] qui est à l’origine de notre travail
[DeFr1], présenté en §4.4, sur l’existence de points rationnels dans les familles de
courbes. Avec cet article, écrit à l’occasion du 60ème anniversaire d’A. Schinzel,
l’auteur souhaite lui témoigner son estime et sa reconnaissance.
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2. Espaces de modules de revêtements

Dans cette section, on introduit les espaces de Hurwitz (§2.1), on revient brièvement
sur leur construction (§2.2), ainsi que leurs propriétés géométriques (§2.5); la plu-
part proviennent de la présentation des espaces de Hurwitz comme revêtement de
l’espace Ur (§2.3). De premiers exemples sont donnés en §2.4.

2.1. Présentation

Les objets qui sont au centre de cet exposé sont les revêtements finis f : X → P1

de la droite projective P1, définis sur la clôture algébrique K d’un corps K de
caractéristique 0. Plus simplement, on peut les voir comme la donnée d’une courbe
irréductible X définie sur K et d’une fonction rationnelle non constante f ∈ K(X).
Il y a une notion classique d’isomorphisme (l’équivalence des revêtements). Les
classes d’équivalence ont les invariants suivants.

Invariants.
• Le groupe de monodromie G du revêtement f , qui est isomorphe au groupe de
Galois de la clôture galoisienne de l’extension K(X)/K(T ) et anti-isomorphe au
groupe d’automorphismes de la clôture galoisienne du revêtement f .
• Le degré d = deg(f) et l’action de monodromie G ↪→ Sd, correspondant à l’action
de G sur une fibre non ramifiée du revêtement.
• L’ensemble t = {t1, . . . , tr} ⊂ P1(C) des points de ramification. On notera
Ur l’espace paramétrant cette donnée, i.e., la variété des ensembles de r points
distincts de P1. En associant à chaque t les coefficients du polynôme dont les racines
sont t1, . . . , tr, on voit Ur comme l’espace projectif Pr privé du lieu discriminant.
On notera aussi Ur l’espace (P1)r privé des r-uplets dont deux coordonnées sont
égales. La variété Ur correspond au quotient de Ur par l’action de Sr.
• L’inertie C = {C1, . . . , Cr} 1, i.e., la donnée des classes de conjugaison des cycles
de ramification, ou, de façon équivalente, des générateurs des groupes d’inertie, au-
dessus des points de ramification.

Théorème 2.1 (Fried [Fr2]). On suppose donnés une représentation transitive
G ↪→ Sd et un entier r ≥ 3.
(a) Il existe un espace de modules grossier HG pour la catégorie Cr,G des revêtements
de P1 définis sur C, avec r points de ramification et de groupe G ⊂ Sd.
(b) L’espace HG est une variété algébrique lisse définie sur C dont les points
complexes correspondent bijectivement aux classes d’isomorphisme d’objets de la
catégorie Cr,G. On notera [f ] le point sur HG(C) correspondant à un revêtement
f . De plus l’espace HG a la propriété suivante. Si P est une variété algébrique
paramétrant une famille F de revêtements dans Cr,G, alors l’application P → HG

envoyant tout point p ∈ P sur le point [Fp] ∈ HG est un morphisme algébrique.

1
Certaines des classes Ci peuvent être répétées. Plutôt qu’un ensemble, il faut voir C comme un r-uplet

modulo l’action de Sr.
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(c) HG a un modèle défini sur Q. Ce modèle a les propriétés suivantes. Soit K un
corps de caractéristique 0. Dans toute classe [f ] ∈ HG(K), il existe un revêtement
f défini sur K. De plus, l’action de GK = G(K/K) sur HG(K) coincide avec
l’action sur les revêtements correspondants. C’est-à-dire, [f ]τ = [fτ ] pour tout
[f ] ∈ HG(K) et tout τ ∈ GK .
(d) On appelle corps des modules du revêtement f le corps Q([f ]); sous des hy-
pothèses convenables [DeDo1], c’est le plus petit corps de définition de f .
(e) L’application ψ : HG → Ur associant à [f ] ∈ HG(C) l’ensemble t des points de
ramification de f est un morphisme étale et défini sur Q.

Variante: Il y a un énoncé similaire pour les G-revêtements de P1 de groupe
G (au lieu de revêtements). Un G-revêtement est la donnée d’un revêtement ga-
loisien f : X → P1 et d’un isomorphisme G(K(X)/K(T )) ' G. On distingue
généralement les deux situations en mettant en exposant de HG l’indication ab
(pour les revêtements purs) ou in (pour les G-revêtements). Pour simplifier, nous
ne le ferons que quand nous l’estimerons nécessaire à la compréhension.

2.2. Construction

2.2.1. 1ère approche (Fried [Fr2], Coombes-Harbater [CoHa], Fried-Völklein [FrVo],
Emsalem [Em]). Les différentes étapes de la construction sont les suivantes.

• On pose HG(C) déf=
∐

(t, ϕt) où t parcourt Ur(C) et ϕt l’ensemble des homomor-
phismes π1(P1−t) → G ⊂ Sd (à équivalence près).

• On munit HG(C) d’une topologie. On utilise pour cela les isomorphismes

π1(P1−t)
χ
' π1(P1−D)

(obtenus par rétraction) où D = {D1, . . . , Dr} est une famille de petits disques
Di autour de ti. Essentiellement, deux points (t, ϕt) et (t′, ϕt′) sont considérés
comme proches si t et t′ sont proches dans Ur(C) (dans un même polydisque D)
et si ϕt et ϕt′ sont égaux via l’isomorphisme χ. Pour cette topologie, la projection
ψ : HG(C) → Ur(C) est un revêtement topologique.

• D’après le théorème de Grauert-Remmert [GrRe], le revêtement ψ, dont la base
Ur(C) est une variété algébrique, est prolongeable en un revêtement analytique
compact ψ : HG(C) → Pr(C).

• Ce revêtement analytique compact provient d’un morphisme algébrique ψ :
HG → Pr défini sur C: cela résulte des théorèmes GAGA [Se1].

• On montre ensuite que ψ peut être défini sur Q. On utilise pour cela un résultat
général de descente des revêtements d’une base définie sur un corps algébriquement
clos [Se2;Ch.6].

• Descente de Weil [We]. On montre enfin que ψ peut être défini sur Q. Pour cela,
on considère, pour tout τ ∈ GQ, l’application
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ετ :
{
Hτ
G(Q) → HG(Q)
[f ]τ → [fτ ]

Une première étape est de montrer que les ετ sont continus (voir ci-dessous). En-
suite, de ψετ = ψτ , on déduit que les ετ sont des isomorphismes analytiques; alors
ce doivent être des isomorphismes algébriques à cause de l’unicité de la structure
algébrique sur HG (induisant la structure analytique). Enfin on vérifie la condition
de cocycle de Weil: εuεuv = εuv (u, v ∈ GQ). Le critère de descente de Weil donne
alors les deux parties de la conclusion (c) du Th.2.1.

Continuité des ετ . On peut se placer sur un revêtement H̃ de HG (plutôt que HG

lui-même): la continuité des ετ résulte de celle des ε̃τ : H̃τ → H̃. Il y a plusieurs
revêtements H̃ de HG possibles:
- (Fried-Völklein): H̃ = H

G̃
où G̃ est une extension de G de centralisateur dans Sd̃

trivial (ou de centre trivial pour la situation “G-revêtements”). Les revêtements
paramétrés par H̃ n’ont alors pas d’automorphismes. Cela nécessite un lemme
préalable de théorie des groupes disant que tout groupe G a une extension G̃
ayant les propriétés requises.
- (Emsalem): H̃ est l’espace des modules des revêtements f ∈ HG “pointés” par
un point sur X (au-dessus d’un point-base to). Ces revêtements pointés n’ont pas
d’automorphismes.

Dans les deux cas, l’absence d’automorphismes entrâıne l’existence d’une famille
F̃ de revêtements (éventuellement pointés) au-dessus de H̃ (voir §2.5.3). La con-
tinuité des ε̃τ s’ensuit. Voici essentiellement pourquoi.

Supposons que ([fn]τ )n tend vers [f ]τ dans H̃τ . Il existe une famille au-dessus
de H̃τ , à savoir la famille F̃τ . Il en résulte ceci: les représentants des ([fn]τ )n dans
la famille F̃τ tendent vers le représentant de [f ]τ dans la famille F̃τ . Convenons
que fn (n > 0) et f sont les revêtements de la famille F̃ représentant les points
[fn] (n > 0) et [f ]. Alors fτn (n > 0) et fτ sont les revêtements de la famille
F̃τ représentant les points ([fn]τ ) (n > 0) et [f ]τ . Conclusion: fτn tend vers fτ ; a
fortiori, [fτn ] tend vers [fτ ] sur H̃.

2.2.2. 2ème approche (Bertin [Be]). J. Bertin reprend des techniques purement
algébriques mises en place par Mumford et Gieseker dans le contexte de la con-
struction de l’espace Mg de modules des courbes. Il les utilise pour construire
l’espace des modules Hg,G des courbes lisses de genre g ≥ 2 données avec une
action d’un groupe G. L’espace Mg s’obtient à partir du schéma de Hilbert des
courbes de genre g et de degré m(2g − 2) dans Pn (n = card(G))). Ici il faut ne
s’intéresser qu’aux courbes qui sont laissées invariantes par l’action de G. L’espace
Hg,G s’obtient comme sous-variété de Mg fixée par l’action de G (étendue au
schéma de Hilbert). Cette construction a l’avantage d’être valable en toute car-
actéristique. Cette approche conduit également à une construction d’une compact-
ification Hg,G de Hg,G; elle fournit une description intéressante des points du bord
de Hg,G comme courbes stables de genre g munie d’une action stable (voir [Be]
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pour une définition précise) de G. Cette étude du “bord” éclaire d’autre part un
peu plus le phénomène de “collision des points de ramification”.

Il y a une autre différence avec la construction précédente. Si les objets corre-
spondant aux points de Hg,G peuvent être vus comme des revêtements X → X/G,
la base n’est pas fixée comme pour les revêtements paramétrés par les points de
HG. Cela rend l’espace HG peut-être plus approprié pour des considérations dio-
phantiennes, puisque ce choix de la base correspond au choix d’une coordonnée et
donc d’une équation pour la courbe du haut. Chez Bertin, la base n’est fixée qu’à
isomorphisme près. Le schéma Hg,G est en fait un quotient de l’espace HG (pour
g = 0, le quotient par PGL(2,C) = Aut(P1)). En conséquence, l’interprétation
du corps de définition des points sur Hg,G diffère quelque peu. Ainsi, les points k-
rationnels sur l’espace H0,G correspondent, non pas à des revêtements de P1 définis
sur k, mais à des revêtements d’une k-courbe de genre 0 (et donc éventuellement
d’une conique sans k-points).

Pour les questions liées à la construction, la compactification et la réduction
des espaces de modules de courbes ou de revêtements, on pourra aussi consulter
les articles [Fu], [DelMu], [HarMu] et les plus récents [Ek], [Mo] et [Wew].

2.3. Le revêtement HG → Ur

Pour tout t ∈ Ur(C), la fibre ψ−1(t) est en bijection avec
• l’ensemble des classes d’équivalence de revêtements de monodromie G ⊂ Sd et
de points de ramification donnés, ou, de façon équivalente,
• l’ensemble des homomorphismes surjectifs π1(P1−t) → G, à équivalence près
dans Sd, du groupe fondamental π1(P1−t) (qui est isomorphe au groupe libre
F (x1, . . . , xr)/x1 · · ·xr) dans G, ou, de façon équivalente,

• l’ensemble niabG =
{

(g1, . . . , gr) ∈ Gr |
g1 · · · gr = 1

< g1, . . . , gr >= G

}
/ NorSd

(G)

Le groupe fondamental de Ur(C) est un groupe de tresses, le groupe Hr des
tresses d’Hurwitz. Il peut être décrit par générateurs et relations. Plus précisément,
le groupe des tresses d’Artin Br est le groupe engendré par r − 1 générateurs
Q1, . . . , Qr−1 modulo les relations{

QiQj = QjQi pour |i− j| > 1
Qi+1QiQi+1 = QiQi+1Qi pour 1 ≤ i ≤ r − 2

Si on ajoute la relation Q1 · · ·Qr−1Qr−1 · · ·Q1 = 1, on obtient le groupe des
tresses d’Hurwitz. Pour un certain choix (standard) d’un isomorphisme entre
π1(P1−t) et le groupe libre F (x1, . . . , xr)/x1 · · ·xr, l’action de monodromie as-
sociée au revêtement HG → Ur est l’action de Hr sur niabG donnée par la for-
mule suivante (qu’on trouve déjà dans [Hu]; voir aussi [Fr2] et [FrVo]): pour
g = (g1, . . . , gr) ∈ niabG ,

(g)Qi = (g1, . . . , gi−1, gigi+1g
−1
i , gi, gi+2, . . . , gr), i = 1, . . . , r − 1
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Proposition 2.2. Les composantes connexes (et donc irréductibles 2) de HG

correspondent aux orbites de l’action de Hr sur niabG .

Localement sur HG(C), l’inertie C = {C1, . . . , Cr} ne change pas (e.g. [DeFr1;
Lemma 1.5]); l’inertie est donc constante dans toute composante irréductible de
HG(C). Etant donné C, on note HG(C)(C) le sous-ensemble de HG(C) constitué
des points représentant des revêtements d’inertie C; c’est une réunion de com-
posantes connexes de HG(C), qui est connexe (et irréductible) si et seulement si
Hr agit transitivement sur l’ensemble

niG(C)ab =

(g1, . . . , gr) ∈ Gr |
g1 · · · gr = 1
< g1, . . . , gr >= G

gi ∈ Ci (à l’ordre près)

 / NorSd
(G) 3

Sans l’indication “à l’ordre près”, l’ensemble obtenu est un sous-ensemble de
niG(C)ab noté sniG(C)ab.

2.4. Premiers exemples

2.4.1. Une famille de polynômes de degré 5 [DeFr1]. On prendG = S5 (plongé dans
lui-même), r = 4; C2 = C3 est la classe des 2-cycles, C1 est la classe des produits
de deux 2-cycles disjoints et C4 celle des 5-cycles. Un premier calcul conduit à la
liste des éléments (g1, . . . , g4) de niG(C)ab. Ceux pour lesquels gi ∈ Ci, i = 1, . . . , 4
et g4 = (54321) sont les suivants (on donne g1, g2, g3):

(a) ((23)(45), (12), (14)) (b) ((23)(45), (14), (24))
(c) ((23)(45), (24), (12)) (d) ((25)(34), (12), (35))
(e) ((25)(34), (35), (12)).

L’espace de Hurwitz HG(C) paramètre des revêtements f : X → P1 de genre
g = 0 (2(5 + g− 1) = 2 + 1 + 1 + 4 = 8). Si on impose que le point de ramification
d’inertie dans C4 est ∞, le revêtement f : P1 → P1 est donné par un polynôme.

On vérifie que Q2
1 et Q2

2 agissent sur la liste ci-dessus de la façon suivante:{
Q2

1 : (a e c)(b d)

Q2
2 : (a c b)(d e)

L’action de Hr sur niG(C)ab est donc transitive. L’espace HG(C) est irréductible.

2
car le revêtement ψ:HG→Ur est étale.

3
Stricto sensu ce n’est pas le normalisateur NorSd

(G) qui agit mais le sous-groupe des éléments qui

laissent globalement invariant l’ensemble {C1,...,Cr}.
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2.4.2. Irréductibilité de Mg. Etant donné un entier g ≥ 0, on prend G = Sd où d ≥
g+1, r = 2g+2d−2, Ci = C est la classe des 2-cycles, i = 1, . . . , r. Toute courbe de
genre g peut être présentée comme revêtement simple de P1, i.e., avec seulement
des points de ramification d’inertie associée dans C. Cela donne une surjection
HG(C) → Mg. Des calculs de Luröth et Clebsch [Cl] montrent que l’action de
Hr sur niG(C)ab est transitive. L’espace HG(C) est irréductible; son image Mg

l’est donc aussi. Historiquement, l’espace HG(C), considéré par Hurwitz, est le
premier espace de modules de revêtements qui apparait dans la littérature [Hu].
L’argument ci-dessus pour prouver l’irréductibilité de Mg en caractéristique 0 est
donné dans un article de Severi [Sev]. Le cas de caractéristique p > 0 sera traité
par la suite par Fulton [Fu] et Deligne-Mumford [DelMu].

2.4.3. Irréductibilité des courbes modulaires (Fried). Les courbes modulaires peu-
vent être présentées comme quotients d’espaces de Hurwitz paramétrant des re-
vêtements galoisiens de P1 de groupe diédral avec 4 points de ramification (voir
§3.1.4). Comme précédemment, on montre que cet espace de Hurwitz est irréductible
en vérifiant la transitivité de l’action de H4 associée.

2.5. Préalable géométrique

L’utilisation des espaces de Hurwitz pour des questions arithmétiques dépend de la
possibilité d’y trouver des points rationnels. La recherche de points K-rationnels
commence par celle de composantes irréductibles définies sur K. Pour cela, on
dispose des résultats suivants.

2.5.1. Critères d’irréductibilité.
• Critère général. L’espace HG(C) est irréductible si et seulement si Hr agit transi-
tivement sur niG(C)ab. De plus, HG est défini sur Q, donc GQ permute les espaces
HG(C). Précisément, on a, pour tout τ ∈ GQ,

HG(C)τ = HG(Cχ(τ))

où χ : GQ → Z/nZ (n = card(G)) est le caractère cyclotomique. Le corps de
définition de HG(C) est un corps cyclotomique, qu’on peut explicitement déter-
miner, et qui est égal à Q sous des hypothèses supplémentaires assez simples,
par exemple, si les classes C1, . . . , Cr sont rationnelles (i.e., invariantes par toute
élévation à une puissance première à l’ordre de leurs éléments).
Observations: l’application de ce critère demande des calculs compliqués, faisables
en pratique uniquement pour des petites valeurs de r.

• Critère de Conway-Parker [FrVo;appendix]. Supposons le groupe G de centre
trivial et de multiplicateur de Schur engendré par les commutateurs. Si chaque
classe C 6= {1} est répétée suffisamment souvent dans C, alors Hr agit transitive-
ment sur niG(C)ab. En conséquence, HG(C) est irréductible et défini sur Q.
Observations: ce critère n’est utilisable que pour des grandes valeurs de r; de plus
la borne pour r n’est pas effective.
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• Inertie de type Harbater-Mumford (Fried) [Fr6]. Un élément g ∈ niG(C) est dit
de type HM s’il est de la forme g = (g1, g−1

1 , . . . , gs, g
−1
s ). Fried a montré que,

sous quelques hypothèses techniques (dont Z(G) = {1}), les éléments g ∈ niG(C)
de type HM sont dans une même orbite de Hr et que la composante connexe
correspondante est définie sur Q.

2.5.2. Critères d’(uni-)rationalité. Rappelons qu’une K-variété V est dite ra-
tionnelle si son corps de fonctions K(V ) est une extension transcendante pure
de K, ou, de façon équivalente, si V est birationnelle sur K à un ouvert d’un
espace projectif Pr; V est dite unirationnelle si K(V ) est contenu dans une exten-
sion transcendante pure de K. On dispose de critères de rationalité pour la variété
H′G(C). Le ’ indique qu’on a adjoint les points de ramification: H′G(C) est une
composante connexe (quelconque) du produit fibré de HG(C) avec Ur (défini en
§2.1) au-dessus de Ur; le corps des fonctions de H′G(C) est celui de HG(C) avec
les indéterminées t1, . . . , tr adjointes.
• Rigidité (Belyi, Fried, Matzat, Shih, Thompson; voir [Se2]). Le cardinal des
ensembles sniG(C)ab [resp. sniG(C)in] peut être calculé explicitement, à la main
ou par ordinateur pour des petites valeurs de r; il existe aussi une formule faisant
intervenir les caractères de G. La rigidité est un ensemble d’hypothèses qui garantit
que ce nombre vaut 1. Dans ce cas, le revêtement ψ′ : H′G(C)ab → Ur [resp.
ψ′ : H′G(C)in → Ur] est un isomorphisme; le corps de définition d’un revêtement
[resp. d’un G-revêtement] d’inertie C est celui de ses points de ramification.
•Un autre cas de rationalité [FrBi],[Fr4], [Fr5]. SupposonsH′ = H′G(C) irréductible.
On peut en privilégiant une des variables t1, . . . , tr, par exemple t1, voir la flèche
H′ → Ur comme une famille H′t2,...,tr de revêtements de P1 paramétrée par les
r − 1 autres variables. La ramification de ces revêtements est connue: ils sont
ramifiés aux points t2, . . . , tr et les cycles de ramification associés sont donnés
par des formules explicites dans un groupe de tresses approprié. Le genre de la
courbe H′t2,...,tr s’obtient grâce à la formule de Riemann-Hurwitz. Dans certaines
situations, l’examen de la ramification permet également de conclure à l’existence
générique d’un point rationnel au-dessus d’un des points de ramification t2, . . . , tr.
Si c’est le cas et si le genre est nul, la variété H′ est une variété rationnelle.
• Critères d’unirationalité (Fried [DeFr4]). Fried a établi un critère d’unirationalité
de l’espace H′ = H′G(C). Il conjecture d’autre part que, sous certaines hypothèses
sur G et si r assez grand, l’espace H′G(C) est unirationnel.

2.5.3. Existence de familles de Hurwitz. Les espaces de Hurwitz ont été intro-
duits a priori comme des espaces de modules grossiers. Se pose naturellement la
question de l’existence d’une famille au-dessus d’un espace de Hurwitz H, i.e.,
d’un revêtement T → H × P1 tel que, pour tout [f ] ∈ H, le revêtement-fibre
T[f ] → [f ] × P1 au-dessus de {[f ]} soit un revêtement équivalent à f . Et dans le
cas où il existe une famille, est-elle universelle?

Dans son article [Fr2], Fried montre que la réponse à ces deux questions est pos-
itive dans le cas où les revêtements paramétrés par H n’ont pas d’automorphismes
(non triviaux), ou, de façon équivalente, si CenSd

(G) = {1}; H est dans ce cas
un espaces de modules fin. Le point est que les familles de Hurwitz existent au
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moins localement; l’absence d’automorphismes permet ensuite de construire une
famille au-dessus de H entier par recollement. Ce résultat, démontré pour les
revêtements purs, s’étend au cas des G-revêtements ([CoHa], [FrVo]); l’absence
d’automorphismes s’exprime dans ce cas par la condition Z(G) = {1}. Les es-
paces de Hurwitz sont également des espaces de modules fins dans la situation de
revêtements pointés ([CoHa], [Em]); là aussi, le point est qu’un revêtement pointé
n’a pas d’automorphismes.

Le problème est plus difficile dans le cas où les objets ont des automorphismes
non triviaux. Il y a alors une obstruction à l’existence d’une famille au-dessus deH,
qui est de nature cohomologique. Dans la situation de G-revêtements, l’obstruction
peut être mesurée par une classe dans H2(π1(H), Z(G)). Le problème est plus
complexe dans la situation de revêtements purs puisqu’il se pose en termes de co-
homologie non abélienne: l’obstruction “vit” dans le groupe H2(π1(H),CenSd

(G)).
On peut, en procédant comme dans [DeDo1], ramener la question dans
H2(π1(H), Z(G)). D’un point de vue théorique, l’outil le mieux adapté est la no-
tion de gerbe, introduite par Grothendieck et Giraud (voir [DeDoEm]).

3. Le problème inverse de Galois

Cette section revient sur les résultats sur le problème inverse de Galois obtenus
par le biais des espaces de Hurwitz. On s’intéresse en fait à la forme régulière du
problème inverse de Galois.

Problème. Etant donné un corps K, tout groupe fini G est-il le groupe de Galois
d’une extension galoisienne E/K(T ) régulière 4 sur K? ou, de façon équivalente,
le groupe d’automorphismes d’un revêtement galoisien f : X → P1, défini sur K
comme G-revêtement?

Dans sa forme originale, le problème est posé avec Q à la place de K(T ). Cette
forme se déduit de la forme régulière sur Q(T ) grâce au théorème d’irréductibilité
de Hilbert. Etant donné un groupe fini G, réaliser G sur Q(T ) régulièrement revient
à trouver au moins un point Q-rationnel sur un espace de Hurwitz Hin

G de G-
revêtements. Dans la suite de cette section, on distingue deux types de résultats
suivant que l’on travaille avec un groupe donné (§3.1) ou sur un corps fixé (§3.2).
Nous renvoyons à [De1] et [DeDes] respectivement pour plus de détails et une
bibliographie plus complète.

4
c’est-à-dire, G=G(E/K(T ))=G(EK/K(T ))
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3.1. Le problème avec G fixé sur Q

3.1.1. Le cas rigide (Thompson, et al.). C’est le cas le plus simple (voir §2.5.2):
H′G(C)in est isomorphe sur Q à Ur (via ψ′). Les hypothèses rigides, qui entrâınent
que les revêtements en question sont déterminés par leurs points de ramifica-
tion, sont assez contraignantes. Certains groupes les satisfont cependant, le groupe
symétrique Sd, le Monstre [Th], par exemple. Ce cas ne nécessite pas strictement
l’introduction des espaces de Hurwitz, mais il est le point de départ de la méthode
modulaire et en a assuré la promotion.

3.1.2. Autres cas de rationalité (Matzat). En utilisant le second critère de ratio-
nalité expliqué plus haut (§2.5.2), Matzat a réussi à réaliser sur Q(T ) (réguliè-
rement) un certain nombre de groupes simples, en particulier des groupes spo-
radiques (seul M23 résiste encore, tous les autres ont été réalisés). La méthode a
été développée par l’école d’Heidelberg (Matzat, Malle, et al.), ce qui a donné lieu
à de nombreux travaux, à de nombreuses variantes du critère original et de nom-
breuses autres réalisations de groupes (voir [MaMa] pour un point des résultats).
Cette approche est un des grands succès de la théorie des espaces de Hurwitz. Elle
est cependant vraisemblablement insuffisante pour traiter la totalité du problème.
Elle s’applique groupe par groupe et demande des calculs assez compliqués. Sa
systématisation est improbable: le genre de H′t2,...,tr (Cf. §2.5.2), qui doit être nul
dans la méthode, n’est pas borné en général [DeFr3;§4].

3.1.3. Un raffinement de Völklein-Strambach [StrVo]. La méthode précédente con-
siste à trouver une composante rationnelle de HG(C) qui soit définie sur Q; on
utilise pour cela la présentation de HG(C) comme revêtement de Ur. Völklein et
Strambach fixent une sous-variété fermée P de Ur et regardent à quelles conditions
on peut trouver une variété rationnelle définie sur Q au-dessus de P. La variété P
avec laquelle ils travaillent est celle des ensembles de r points symétriques par rap-
port à l’origine. Son groupe fondamental a une description concrète: ils l’appellent
le groupe de tresses de type symplectique. La méthode précédente peut être mise
en place dans ce contexte; ils obtiennent des critères de rationalité de même nature.
Comme application, ils parviennent à réaliser certains groupes Spn(4s).

3.1.4. Groupes diédraux et courbes modulaires [Fr3] [DeFr3]. Décider si un espace
de Hurwitz a ou non des points rationnels est un problème difficile. Par exem-
ple, dans la situation suivante, cela est équivalent à trouver à trouver des points
rationnels sur une courbe modulaire.

On prend G = Dp = Z/p ×s Z/2, r = 4 et toutes les classes Ci, i = 1, . . . , 4
égales à la classe C des involutions de G. On montre qu’il existe un morphisme
surjectif, défini sur Q

χ : H = Hin
G(C) → X1(p)−{pointes}

En conséquence, d’après le théorème de Mazur, si p > 7, H(Q) = ∅; le groupe
diédral Dp ne peut donc être réalisé sur Q(T ) régulièrement avec ces contraintes
sur la ramification. En fait, quelques observations supplémentaires montrent que
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le groupe diédral Dp ne peut être réalisé avec moins de 6 points de ramification
(alors qu’il en suffit de 3 pour le Monstre). Nous conjecturons que pour ro fixé,
on ne peut réaliser régulièrement sur Q(T ) qu’un nombre fini de groupes diédraux
Dp avec moins de ro points de ramification. Cela résulterait de conjectures de
Mazur-Kamieny [MaKa] sur la finitude des nombres premiers qui sont ordre d’un
point rationnel sur une variété abélienne de dimension donnée sur Q.

Indications sur la construction de χ. Supposons donné un revêtement f : E → P1

défini et galoisien sur Q, de groupe Dp, ramifié en 4 points et d’inertie dans C.
La formule de Riemann-Hurwitz donne le genre g de E: 2g− 2 = 2p(−2) + 4p soit
g = 1. Quitte à remplacer E par Pico(E), on peut supposer que E a un point
Q-rationnel et donc est une courbe elliptique sur Q. Les éléments d’ordre p de Dp

sont des automorphismes de E d’ordre p définis sur Q. Ce sont des translations
par un point p de p-torsion définis sur Q. On sait que la donnée (E,p) correspond
à un point de la courbe modulaire X1(p) qui n’est pas une pointe.

Inversement, soit (E,p) une courbe elliptique munie d’un point de p-torsion,
tous deux définis sur Q. Le revêtement E → E/ < p > est cyclique d’ordre p.
La courbe Eo = E/ < p > est une courbe elliptique définie sur Q. Si on compose
le revêtement précédent avec le revêtement Eo → Eo/ < −1 >= P1 (où −1 est
l’involution canonique de E), on obtient un revêtement E → P1 défini et galoisien
sur Q, de groupe Dp, ramifié en 4 points et d’inertie dans C.

3.2. Le problème avec K fixé pour tout G

Plutôt que de chercher à réaliser un groupe donné sur Q(T ), on peut fixer un corps
K et chercher à réaliser le plus grand nombre possible de groupes sur K(T ).

3.2.1. Réduction du problème [FrVo]. Fried et Völklein ont montré qu’à chaque
groupe fini G, on peut associer une infinité d’espaces de Hurwitz Hin

G(C), irréduc-
tibles et définis sur Q tels que l’existence d’un point K-rationnel sur l’un d’eux
suffit pour conclure que G est groupe de Galois sur K(T ) régulièrement.

Le point ici est que les espaces Hin
G(C) sont irréductibles. Fried et Völklein

utilisent le critère de Conway-Parker (§2.5.1). Plus précisément, ils commencent
par se placer sur une extension G̃ de G vérifiant les hypothèses du critère de
Conway-Parker (Z(G) = {1}, etc.); il faut donc démontrer un lemme préalable de
théorie des groupes qui assure l’existence d’une telle extension. Puis ils considèrent
un uplet C̃ où chaque classe de conjugaison de G̃ non triviale est répétée aussi
souvent que le requiert le critère de Conway-Parker. L’espace Hin

G̃
(C̃) est alors

irréductible, défini sur Q et tout point K-rationnel dessus fournit une réalisation
régulière sur K de G̃ et donc de G.
Observations. Conway et Parker ne donnent pas une borne effective du nombre
de répétitions nécessaires de chaque classe de conjugaison. Mais il y a maintenant
une alternative à l’utilisation de Conway-Parker, et qui elle est effective. Il s’agit
du critère d’irréductibilité des espaces de Hurwitz HG(C) pour une inertie C de
type Harbater-Mumford (voir §2.5.1).
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3.2.2. Les résultats. Cette approche a permis la résolution du problème inverse de
Galois (forme régulière) sur les corps K suivants:

• K Pseudo Algébriquement Clos de caractéristique 0 (Fried-Völklein [FrVo]).
Les ultra-produits de corps finis constituent les exemples type de corps PAC. Le
résultat de Fried-Völklein fournit cette conséquence: tout groupe G est réalisable
régulièrement sur Fp(T ), pour tout p sauf un nombre fini.

• K = Qtr = {nombres algébriques totalement réels} (Dèbes-Fried [DeFr3]),

• K = Qtp = {nombres algébriques totalement p-adiques} (Dèbes [De2])

Pour ces deux derniers cas, on utilise un résultat de Pop [Po;appendix] selon
lequel une variété lisse définie sur Q a des points totalement p-adiques si elle a des
points p-adiques (y compris pour p = ∞). Les points réels d’un espace de Hurwitz
peuvent être déterminés de façon très explicite car l’action de la conjugaison com-
plexe sur les revêtements de P1 est parfaitement connue ([Hu], [KrNe], [DeFr2]).
Pour construire des espaces de Hurwitz Hin

G avec des points p-adiques (i.e., des
revêtements définis sur Qp), on utilise des techniques de recollements d’espaces
analytiques formels ou rigides, dues à Harbater [Ha].

• B. Deschamps [Des] a repris la construction précédente et montré que l’espace de
HurwitzHin

G(C) contenant des points p-adiques pouvait être construit indépendant
de p. Précisément, il démontre qu’à chaque groupe fini G, on peut associer une
infinité d’espaces de Hurwitz Hin

G(C), irréductibles et définis sur Q et possédant
des points p-adiques pour tout nombre premier, y compris p = ∞.

• Les résultats précédents ont été généralisés par Pop [Po]. Le problème inverse
de Galois (forme régul̀iere sur K(T )) est maintenant résolu pour tout corps K
ample. Un corps K est dit ample si toute courbe lisse définie sur K a une infinité
de points K-rationnels si elle en a au moins un. Les corps PAC, les corps valués
complets, les corps Qtp, etc. sont amples.

4. Autres applications arithmétiques

Cette section en donne quatre. Nous développons plus particulièrement la première,
qui concerne le problème de Hilbert-Siegel (§4.1 et §4.2). D’autres applications au
problème de Davenport et au théorème de Mason-Stothers (§4.3) sont mentionnées
plus rapidement. On termine par un critère d’existence de points rationnels sur des
revêtements utilisant la monodromie sous-jacente des espaces de Hurwitz (§4.4).

4.1. Le problème de Hilbert-Siegel [Fr5]

Fried appelle ainsi le problème suivant (en référence à une observation de Siegel
dans [Si]). Il s’agit de déterminer les polynômes h(Y ) ∈ Q[Y ] tels que h(Y )− t est
réductible dans Q[Y ] pour une infinité de t ∈ Z−h(Q). On supposera h indécom-
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posable (dans le cas contraire h(Y ) = h1(h2(Y )) et h(Y ) − t est réductible pour
tout t de la forme t = h1(z), z ∈ Q). On a le résultat suivant.

Théorème 4.1 (Fried). Les seuls polynômes indécomposables h(Y ) ∈ Q[Y ] pour
lesquels h(Y ) − t est réductible dans Q[Y ] pour une infinité de t ∈ Z−h(Q) sont
de degré 5.

Schéma de preuve. Considérons une factorisation non triviale h(Y )−T = Q(Y )R(Y )
dans Q(T ). Soit F ⊂ Q(T ) le corps engendré par les coefficients de Q et R. Le
corps F est une extension stricte de Q(T ), laquelle correspond à un revêtement
f : C → P1. Les nombres rationnels t ∈ Q tels que h(Y ) − t est réductible dans
Q[Y ] correspondent (sauf éventuellement pour un nombre fini d’entre eux) aux
spécialisations Q-rationnelles d’un des corps F associés aux diverses factorisations
possibles de h(Y ) − T dans Q(T ) 5, ou, de façon équivalente, aux valeurs f(m)
prises par f en un point Q-rationnel m sur une des courbes C correspondantes.

Supposons que h(Y ) − t soit réductible dans Q[Y ] pour une infinité de t ∈
Z−h(Q). D’après le théorème de Siegel sur les points entiers des courbes algébriques,
il existe au moins une des courbes C (en dehors de la courbe h(y) = t) qui est
Q-birationnelle à P1 et telle que la fonction g a ou bien un pôle Q-rationnel ou bien
deux pôles quadratiques réels. Autrement dit, il existe des fractions rationnelles
non-constantes g1(Z), . . . , gs(Z) ∈ Q(Z) avec s ≥ 1 vérifiant:
• h(Y )− gi(Z) réductible dans Q(Z)[Y ], i = 1, . . . , s,
• Le dénominateur de chaque gi(Z) est de la forme (Z − a)` avec a ∈ Q ou
(z2 + pZ + q)µ avec p2 − 4q > 0,
• gi(Z) ne se déduit pas de h(Z) par changement de variable (z ↔ (az+b)/(cz+d)),
i = 1, . . . , s.
• Pour tout t ∈ Z−h(Q) (sauf un nombre fini), h(Y )− t est réductible dans Q[Y ]
si et seulement si il existe i ∈ {1, . . . , s} tel que t = gi(z) avec z ∈ P1(Q).

Fixons un indice i et posons gi = g. La première condition signifie que le produit
fibré des deux revêtements de P1 induits par h(Y ) et g(Y ) est réductible. Le point
suivant de la preuve de Fried est de montrer que les clôtures galoisiennes sur
Q(T ) des deux polynômes h(Y )− T et g(Y )− T sont nécessairement égales [Fr1].
Notons G le groupe de Galois de cette extension galoisienne. Les deux revêtements
correspondent à deux représentations transitives Th : G → Sn et Tg : G → Sm.
Les deux revêtements sont de genre 0; cela fournit, via la formule de Riemann-
Hurwitz, une première condition sur les représentations Th et Tg. Les quatre points
ci-dessus se traduisent de la façon suivante. On note Tg(1) [resp. Th(1)] le fixateur
de 1 dans la représentation Tg [resp. Th].
• La restriction de Tg à Th(1) n’est pas transitive,
• Il existe σ ∈ G tel que Th(σ) est un n-cycle et Tg(σ) est, soit un m-cycle, soit le
produit de deux µ-cycles,

5
L’existence de telles spécialisations de F entrâıne que F est une extension régulière de Q
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• Th(1) ne contient aucun conjugué de Tg(1).
Enfin, il est classique que l’hypothèse “h(Y ) indécomposable” est équivalente

à la condition
• La représentation Th : G→ Sn est primitive.

Le reste de la preuve est un travail de théorie des groupes. En utilisant la clas-
sification des groupes simples, on montre que l’existence de telles représentations
n’est possible que si n = 5, m = 10 et G = S5 ou G = A5.

Remarque 4.2. Cette approche du problème a été développée par P. Mueller
[Mu]. Soit f(T, Y ) ∈ Q[T, Y ] absolument irréductible. Supposons que, pour une
infinité de t ∈ Z, f(t, Y ) est réductible mais n’a pas de facteur linéaire. Peut-on
conclure que nécessairement degY (f) = 5? Mueller a montré que oui si le groupe
de Galois de f(T, Y ) sur Q(T ) est le groupe symétrique ou si degY (f) est premier.

4.2. Etude d’un cas exceptionnel où deg(h) = 5 ([DeFr1], [DeFr4])

La résolution du problème de Hilbert-Siegel conduit à une description précise des
cas exceptionnels de degré 5. L’un d’eux est le suivant. Les deux revêtements h et
g sont de groupe S5, sont ramifiés en r = 4 points de P1. Les cycles de ramification
sont du type suivant (dans S5):
• pour h: (2)(2) ; (2) ; (2) ; (5)

On notera C l’ensemble des 4 classes de conjugaison de S5 correspondantes.
On retrouve l’exemple vu en §2.4.1. La représentation Th : S5 → S5 est donnée
par l’action standard de S5 sur {1, . . . , 5}. La représentation Tg : S5 → S10 est
donnée par l’action de S5 sur les 10 paires {i, j} d’éléments distincts de {1, . . . , 5}.
(Ce cas exceptionnel correspond à la situation où l’on part d’une décomposition a
priori h(Y )− T = Q(Y )R(Y ) dans Q(T ) avec un des facteurs de degré 2). On en
déduit le type des cycles de ramification (dans S10):
• pour g: (2)(2)(2)(2) ; (2)(2)(2) ; (2)(2)(2) ; (5)(5)

On s’intéresse ici à la question suivante: existe-t-il un polynôme h(Y ) ∈ Q[Y ]
satisfaisant les hypothèses de ce cas et qui est réellement exceptionnel, i.e., pour
lequel h(Y )− t est réductible dans Q[Y ] pour une infinité de t ∈ Z−h(Q)? Intro-
duisons l’espace de Hurwitz H = HS5(C) 6. L’espace H est irréductible (§2.4.1).
De plus, comme CenS5(S5) = {1} et CenS10(S5) = {1}, H est un espace de mod-
ules fin (§2.5.3): il existe au-dessus de H une famille universelle F5 [resp. F10] de
revêtements de degré 5 [resp. de degré 10] ayant les caractéristiques ci-dessus. La
question se reformule ainsi:

6
A priori, S5 est plongé, d’une part dans lui-même et d’autre part dans S10, et il faudrait distinguer les

deux situations. Mais on vérifie que le nombre d’éléments dans niG(C)ab est le même dans les deux

situations, si bien que les deux espaces de Hurwitz sont isomorphes.
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Question 4.3. Existe-t-il un point [h] ∈ H(Q) tel que

(*) le revêtement correspondant h : P1 → P1 de la famille F5 est un revêtement
polynomial et le revêtement correspondant γ[h] : Y[h] → P1 de la famille F10 a la
propriété que γ[h](Y[h](Q)) ∩ Z est infini et que γ[h](Y[h](Q)) ∩ h(Q) ∩ Z est fini?

On peut décrire plus concrètement le revêtement γ[h]: en termes de corps de
fonctions, le revêtement h : P1 → P1 correspond à l’extension Q(y1)/Q(T ), où y1
est l’une des 5 racines dans Q(T ) de h(Y ) − T . Le revêtement γ[h] : Y[h] → P1

correspond alors à l’extension Q(y1 + y2, y1y2)/Q(T ).

Théorème 4.4 (Dèbes-Fried [DeFr4]). L’ensemble des points [h] ∈ H(Q) tels que
(*) a lieu est Zariski-dense. En conséquence, il existe h(Y ) ∈ Q[Y ] indécomposable
et tel que h(Y )− t est réductible dans Q[Y ] pour une infinité de t ∈ Z−h(Q).

Schéma de la preuve. La preuve comporte les points suivants.
• F10 est une famille de revêtements de genre 0. De plus, l’ensemble des points
de H(C) pour lesquels le revêtement correspondant dans la famille F10 a les trois
propriétés suivantes, est Zariski-dense:

- le revêtement est défini sur R,
- ∞ est le point de ramification d’inertie dans C4,
- les deux points dans la fibre au-dessus de ∞ sont réels.

Ce premier point est une condition nécessaire pour que la conclusion du Th.4.4
soit vraie. Pour étudier les conditions ci-dessus, qui sont de nature “réelle”, on
dispose de critères de pure théorie des groupes portant sur l’ensemble niG(C)ab.
Nous renvoyons à [DeFr4] pour plus de détails.
• H est unirationnel: Soit M = (A1)2×(A1−{0})2. Pour tout x = (β, s, t, α) ∈M,
le polynôme

hx(y) = α(
y5

5
− s

y4

4
+ 2ty3 − 5st

y2

2
+ 5t2y) + β

induit un revêtement de la famille F5 (à équivalence près). Inversement, tout
point [h] ∈ H correspondant à un revêtement polynômial représente la classe
d’équivalence d’un revêtement associé à un polynôme comme ci-dessus. D’où une
flèche M→→H.
• H est défini sur Q: car les classes de conjugaison dans C sont rationnelles (§2.5.1).
• Calcul du revêtement γ[hx] noté plus simplement γx. Le diviseur constitué des
deux points au-dessus de ∞ (correspondant aux deux 5-cycles du 4ème cycle de
ramification) est de degré 2 et rationnel sur Q(x). Le calcul d’une base du système
linéaire associé fournit un plongement de Y[hx] = Yx dans P2. L’image de ce plonge-
ment est la conique Cx:

U2 + V 2 − 3UV − 5s
U

4
+ 5s

V

2
− 5t = 0

On obtient la flèche du revêtement γx en exprimant T en fonction de U et V
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T =
α

2

[(
U5

5
− U4V + U3V 2

)
− s

4
(U4 − 4U3V + 2U2V 2)+

t(−3U3 + 4U2V ) +
5
2
stU2 +

25
2
st2

]
+ β.

• On trouve un sous-ensemble Zariski-dense O de points x ∈ M(Q) tels que la
conique Cx ait un point Q-rationnel. L’ensemble des points (β, c + d, cd, α) avec
c, d ∈ Q convient: le point (2c, c−5d

2 ) est sur Cx (Cf. [DeFr1;Lemma 3.18]).

• En utilisant la paramétrisation d’Euler, on identifie, pour x ∈ O la conique Cx

à P1. Précisément, on obtient
U(w) =

8cw2 + (−14c+ 10d)w + 3c− 25d
4(w2 − 3w + 1)

,

V (w) =
12cw2 + (−11c+ 5d)w + 2(c− 5d)

4(w2 − 3w + 1)
où w =

V − c−5d
2

U − 2c

En reportant U et V dans l’expression de T ci-dessus, on obtient une fraction
rationnelle gx(w) de degré 10, de dénominateur une puissance d’un trinôme.

• Pour terminer la preuve, il reste à étudier les valeurs de cette fraction rationnelle,
et, plus précisément, à vérifier que

- gx(Q)∩Z est infini pour tout x dans un sous-ensemble Zariski-dense de O:
cela se fait en utilisant la forme explicite de gx.

- gx(Q)∩hx(Q)∩Z est fini: cela est équivalent à montrer que le produit fibré
P1 ×P1 Yx des revêtements hx et γx n’a qu’un nombre fini de points Q-rationnels
au-dessus d’entiers z ∈ Z. Cela résulte du théorème de Siegel si ce produit fibré
n’a que des composantes irréductibles de genre > 0. Un calcul basé sur la formule
de Riemann-Hurwitz et le lemme d’Abhyankar [DeFr4] montre qu’il y a deux
composantes irréductibles: l’une est de genre 1 et l’autre de genre 2.

Remarque 4.5 (Familles de Siegel). On peut voir le paragraphe §4.2 comme un
cas particulier d’un problème général, qui est l’étude d’une réciproque du théorème
de Siegel. Etant donnés une courbe algébrique C, une fonction rationnelle f : C →
P1, définis sur Q et un idéal fractionnaire A de Q, le théorème de Siegel donne
une condition nécessaire pour que C(Q) ∩ f−1(A) soit infini: C est de genre 0 et
f a soit un unique pôle rationnel soit deux pôles quadratiques réels conjugués. La
réciproque que nous considérons est la suivante. Soit P l’espace des paramètres
d’une famille lisse Φ : P × P1 → P × P1, définie sur Q, de fractions rationnelles
(de degré n). Supposons que pour un ensemble Zariski-dense de points p ∈ P(Q),
la fonction Φp a deux pôles quadratiques réels conjugués. La famille Φ est alors
appelée une famille de Siegel. On demande si la condition du théorème de Siegel —
Φp(Q)∩A infini — est vraie pour tout point p dans un sous-ensemble Zariski-dense
de P. Ci-dessus, nous avons montré que la famille de fractions rationnelles (de degré
10) paramétrée par le pull-back de O par l’application (β, c, d, α) → (β, c+d, cd, α)
vérifiait cette réciproque du théorème de Siegel.
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4.3. Davenport, Mason et al.

4.3.1. Le problème de Davenport. Le problème de Hilbert-Siegel est un cas parti-
culier du problème général de la classification des paires de revêtements de P1 de
produit fibré réductible. La méthode a consisté à traduire le problème en termes
de bi-représentations du groupe de Galois associé. Les contraintes plus spécifiques
données par le théorème de Siegel ont permis de conclure. En utilisant la même
démarche, on peut apporter une réponse au problème, posé par Davenport, qui est
de classer les polynômes h(y), g(y) ∈ Z[Y ] qui prennent les mêmes valeurs modulo
p, pour tout premier p, sauf un nombre fini. L’énoncé suivant a été démontré par
Fried [Fr5]; d’importantes contributions sont dues à Schinzel (dans le cadre de ses
travaux sur les équations à variables séparées h(x) = g(y) [DaLeSc], [Sc]) et à Feit
(pour la partie de théorie des groupes [Fe1-3]).

Théorème 4.6. Soient K un corps de nombres et OK son anneau d’entiers.
Soient h(Y ), g(Y ) ∈ OK [Y ] tels que h est indécomposable et “linéairement indé-
pendant” de g (i.e., h(y) 6= g(ay+ b), a, b ∈ C). Supposons que, pour tout premier
p de OK sauf un nombre fini, les ensembles de valeurs h(OK/p) et g(OK/p) prises
par h et g sur OK/p coincident. Alors on a{

deg(h) = deg(g) = n ∈ {7, 11, 13, 15, 21, 31}
[Q(ζn) ∩K : Q] > 1

En particulier, si K = Q, il n’existe pas de polynômes h(Y ), g(Y ) vérifiant de
telles hypothèses.

Chacun des degrés n ci-dessus est réellement une exception sur Q(ζn): on peut
trouver des paires h(Y ), g(Y ) ∈ OQ(ζn)[Y ] vérifiant les hypothèses du théorème
et deg(h) = n; les paires exceptionnelles (h, g) ont récemment été classifiées par
P. Cassou-Noguès et J-M. Couveignes [CaCou]. En revanche, pour K = Q, on ne
connait même pas d’exemples avec h décomposable.

4.3.2. Sur le théorème de Mason-Stothers [Za1]. Les espaces de Hurwitz appa-
raissent aussi dans un travail de U. Zannier. Il s’intéresse au cas d’égalité dans
le théorème de Mason-Stothers 7 (analogue polynomial de la conjecture abc — si
a, b, c ∈ C[Y ] sont trois polynômes premiers entre eux tels que a − b = c, alors
le nombre de racines distinctes dans C de abc est strictement plus grand que le
maximum des degrés de a, b et c —). A un triplet (a, b, c), il associe le revêtement
f : P1 → P1 induit par la fraction rationnelle a/b. Puis traduit les conditions
d’égalité dans le théorème de Mason-Stothers en termes de la ramification de ce
revêtement: le revêtement est ramifié en 0, 1 et ∞ avec certaines conditions sur
les indices de ramification. Si bien qu’il arrive à entièrement poser le problème en

7
Zannier signale dans [Za2] que ce résultat qu’on attribue généralement à Mason est en fait apparu

precédemment dans un article de Stothers [St].
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termes d’existence de sous-groupes de Sn engendrés par des éléments σ1, . . . , σr−1

vérifiant certaines conditions. Il donne ensuite une construction combinatoire de
sous-groupes du type requis.

Les espaces de Hurwitz apparaissent explicitement quand on se pose des ques-
tions de rationalité. C’est le théorème d’existence de Riemann qui permet en
dernier lieu d’associer aux sous-groupes de Sn construits un revêtement f : X →
P1, de genre 0, et donc une fraction rationnelle a/b. Mais les polynômes a et b
sont a priori à coefficients dans C. L’existence de polynômes à coefficients dans Q
revient à montrer que le revêtement f peut être défini sur Q, et donc à trouver des
points Q-rationnels sur des espaces de Hurwitz. Zannier explique que c’est possible
quand on fait certaines hypothèses qui garantissent l’unicité du revêtement f : c’est
le cas “rigide”. Il suggère que plus généralement, on pourrait utiliser les résultats
connus sur l’arithmétique des espaces de Hurwitz. L’intérêt d’obtenir des solutions
sur Q est que, par spécialisation, on peut espérer obtenir un triplet d’entiers pour
lequel on serait proche du cas d’égalité dans la conjecture abc numérique.

4.4. Critère d’existence de points rationnels [DeFr1]

Nous terminons ces applications par la description d’un critère qui utilise la struc-
ture modulaire même des espaces de Hurwitz — de façon précise, la monodromie du
revêtementHG(C) → Ur — pour détecter des points rationnels sur les revêtements
paramétrés par les points de HG(C).

Soit f : X → P1 un revêtement défini sur un corps K. Via le choix d’un
isomorphisme π1(P1−t) ' F (x1, . . . , xr)/x1 · · ·xr, f peut être vu (à isomorphisme
près) comme la donnée de l’ensemble t = {t1, . . . , tr} de ses points de ramification
et d’un r-uplet g = (g1, . . . , gr) ∈ niG(C), où G est le groupe et C l’inertie du
revêtement f . Pour i = 1, . . . , r, considérons la décomposition de gi en cycles
à supports disjoints dans Sd: gi = βi1 · · ·βi`i . On sait que, pour i = 1, . . . , r, les
points dans la fibre f−1(ti) correspondent aux cycles βij de la décomposition de gi,
la longueur de chaque cycle étant égale à l’indice de ramification correspondant.
On sait aussi (e.g. [Fr2;p.62]) que l’action de GK sur l’ensemble des points de
ramification a la propriété suivante. Pour τ ∈ GK et i = 1, . . . , r, si tτi = tj ,
alors il existe γ ∈ Sd et un entier a premier à l’ordre des éléments de Ci tels que
Cj = γCai γ

−1. Il en résulte que, pour tout i ∈ {1, . . . , r}, le diviseur
∑
j(tj), où

j parcourt l’ensemble I des indices tels que Cj = γCai γ
−1 avec γ et a comme

ci-dessus, est un diviseur K-rationnel de P1.
Fixons un indice i ∈ {1, . . . , r} et la longueur λ d’un des cycles gik. Notons

g(i, λ) l’ensemble des cycles de longueur λ intervenant dans la décomposition des
gjk où j décrit I et Pf (i, λ) l’ensemble des points de X correspondant aux cycles
dans g(i, λ). Considérons le sous-groupe

Hg = {Q ∈ H(r)|∃γ ∈ Sd, Q(g) = (γg1γ−1, . . . , γgrγ
−1)}
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Supposons que le groupe G du revêtement est de centralisateur CenSd
(G) trivial.

Alors l’élément γ associé dans la définition à tout élément Q ∈ Hg est unique.
L’action de Q combinée à celle de la conjugaison par γ−1 fixe le r-uplet g et donc
permute les cycles dans g(i, λ); on obtient ainsi une action de Hg sur g(i, λ).

En plus de la condition CenSd
(G) = {1}, nous supposerons que H(r) agit

transitivement sur sniG(C)ab. Alors l’action de Hg sur g(i, λ) ne dépend pas (à
équivalence près) du r-uplet g choisi dans sniG(C) (voir [DeFr1;Remark 3.13]).
Notons H l’espace de Hurwitz H = HG(C). La condition de transitivité ci-
dessus entrâıne que H est irréductible. D’après l’hypothèse CenSd

(G) = {1}, les
revêtements paramétrés par H n’ont pas d’automorphismes; en conséquence, il ex-
iste une famille universelle de Hurwitz F au-dessus de H. Notons fgen : Xgen → P1

le revêtement générique de F et F = Q(H) le corps des fonctions de H, lequel est
un corps de définition de fgen.

Théorème 4.7 (Dèbes-Fried) [DeFr1;Th.3.14]. Les orbites de Hg sur g(i, λ) cor-
respondent exactement aux orbites de GF sur Pfgen(g, λ).

Il s’agit d’un énoncé sur le revêtement générique de F . L’intérêt des familles de
Hurwitz est que, ce type de propriété, une fois établi sur le revêtement générique,
s’étend à tous les revêtements de la famille. Une application pratique du Th.4.7
est la suivante. Supposons que le groupe Hg possède une unique 8 orbite d’une
longueur donnée `. Le Th.4.7 permet d’en déduire que, pour tout revêtement
f : X → P1 de la famille de Hurwitz F , il existe sur X un diviseur de longueur `,
rationnel sur le corps de définition de f .

Dans le cas où X est de genre 0 ou 1, le Th.4.7 conduit à un critère pratique
d’existence de points rationnels sur X, en le combinant au fait suivant [DeFr1;
Cor3.15 et Cor.3.17]. Pour trouver un point rationnel sur une courbe de genre 0, il
suffit de trouver un diviseur rationnel de degré impair, et sur une courbe de genre
1, il suffit de trouver des diviseurs rationnels de degrés premiers entre eux. Plus
généralement, cela conduit à la notion de points rationnels produits par la ramifi-
cation [DeFr1;§3.2]: ce sont les points rationnels, qui comme diviseurs, sont dans le
groupe engendré, par les diviseurs rationnels à support dans l’ensemble des points
ramifiés de f , et les diviseurs de fonctions rationnelles. Des questions se posent
naturellement [DeFr1;§3 & §4]. Ainsi, pour les genres 0 et 1, dans quelle mesure
l’existence générique de points rationnels sur X est-elle équivalente à l’existence
générique de points rationnels produits par la ramification (auquel cas le Th.4.7
devient un critère décisif quant à l’existence de points rationnels sur le revêtement
générique de la famille de Hurwitz)? On peut également se demander si, pour ce
qui est des points rationnels produits par la ramification, leur existence générique
équivaut à leur existence sur toutes les courbes X de la famille considérée? On
montre en fait, grâce au théorème d’irréductibilité de Hilbert, que cette seconde

8
Soit k le corps de définition minimal de H. L’unicité assure ici que l’orbite en question sera une orbite,

non seulement du groupe de Galois GQ(H) mais aussi du groupe de Galois Gk(H).
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question a une réponse positive pour les genres 0 et 1 [DeFr1;Th.3.11]. Cette sec-
onde question est évidemment à relier à la question similaire où l’on s’intéresse
aux points rationnels quelconques (et pas seulement à ceux produits par la ram-
ification). D’après un travail de Lewis et Schinzel [LeSc] (à l’origine de [DeFr1]),
le résultat subsiste pour des familles de courbes de genre 0; mais on pense que le
résultat devient faux dès le genre 1.

5. Tours modulaires

Les tours modulaires constituent un développement récent de la théorie des espaces
de Hurwitz. Cette section présente leur construction (§5.1). L’exemple fondateur
est celui de la tour des courbes modulaires (§5.2). En suivant cet exemple, on est
conduit naturellement à certaines questions de nature arithmétique sur les tours
modulaires en général (§5.3). La notion de tour modulaire est due à Fried; cette
section est une présentation succinte de son article [Fr6].

5.1. Construction

On se donne un groupe fini G, plongé dans Sd, un nombre premier p divisant |G|,
un entier r ≥ 3 et un ensemble C = {C1, . . . , Cr} de classes de conjugaison de G
dont les éléments ont un ordre premier à p.

On note pG̃ le p-revêtement universel de Frattini de G. Rappelons (voir [FrJa]
pour plus de détails) qu’un homomorphisme surjectif de groupes (un revêtement)
ψ : H → G est dit de Frattini si, pour tout sous-groupe H ′ de H, ψ(H ′) = G ⇒
H ′ = H, ou, de façon équivalente, si son noyau est contenu dans l’intersection des
sous-groupes maximaux de G. Par exemple, l’homomorphisme Z/(pα1

1 · · · pαr
r )Z →

Z/(p1 · · · pr)Z est de Frattini (α1, . . . , αr > 0). Le produit fibré de deux revêtements
de Frattini a la propriété de Frattini. Il y a un objet universel pour les revêtements
de Frattini d’un groupe G donné. On le note G̃ et on peut montrer que G̃ est un
revêtement profini projectif de G. Par exemple, pour G = Z/(p1 · · · pr)Z, on a
G̃ = Zp1 × · · · × Zpr

. Il existe aussi un objet universel pour les revêtements de
Frattini ψ : H → G de G de noyau ker(ψ) un p-groupe. C’est cet objet qu’on
appelle le p-revêtement universel de Frattini de G et qu’on note pG̃. Par exemple,
pour G = Z/(p1 · · · pr)Z, on a p1G̃ = Zp1 × Z/p2Z · · · × Z/prZ.

On définit ensuite, à partir du noyau ker de l’homomorphisme pG̃ → G, une
suite de quotients caractéristiques de pG̃:

ker0 = ker, ker1 = kerp0[ker0, ker0], . . . , kern = kerpn−1[kern−1, kern−1], . . .

et on note n
p G̃ le quotient pG̃/kern (n ≥ 0). Par exemple, pour G = Z/pZ, on a

kern = pn+1Zp et np G̃ = Z/pn+1Z.



22 Pierre Dèbes

Lemme 5.1. Si C est une classe de conjugaison d’éléments de n
p G̃ d’ordre ρ

premier à p, alors il existe une unique classe de conjugaison de n+1
p G̃ relevant C

et dont les éléments sont d’ordre ρ.

Preuve. Notons φ : n+1
p G̃ → n

p G̃ la surjection naturelle. Soient g ∈ C et H =
φ−1(< g >). On a une suite exacte 1 → kern/kern+1 → H →< g >→ 1. D’après
le lemme de Schur-Zassenhaus, comme g est d’ordre premier à p, cette suite est
scindée; de plus, il y a unicité de la section < g >→ H, à conjugaison près.

Grâce à ce lemme, on peut définir , pour tout n ≥ 0, un r-uplet, noté Cn =
(Cn1 , . . . , C

n
r ) de classes de conjugaisons de n

p G̃, de telle façon que Cn+1
i relève Cni

et soit de même ordre, i = 1, . . . , r (par ordre, on entend ici l’ordre des éléments
dans la classe). Cette définition fournit naturellement, pour tout n ≥ 0, une flèche

nin+1
p G̃(Cn+1) → nin

p G̃
(Cn)

Dans le cas de revêtements purs, il faut encore définir, de façon compatible,
une représentation Tn de n

p G̃ dans un groupe symétrique (n ≥ 0). Notons G(1)
le fixateur de 1 dans la représentation G ⊂ Sd et choisissons le premier p ne
divisant pas l’ordre de G(1). En appliquant comme ci-dessus le lemme de Schur-
Zassenhaus, on obtient qu’il existe une copie de G(1) dans l’image inverse de G(1)
par le morphisme n

p G̃ → G, unique à conjugaison près (n ≥ 0). On définit Tn
comme l’action par translation à gauche de n

p G̃ sur les classes à gauche modulo
cette copie de G(1) (n ≥ 0).

A tout entier n ≥ 0, on peut maintenant associer un espace de Hurwitz

Hn = Hn
p G̃

(Cn)

Pour tout n ≥ 0, il y a un morphisme naturel ψn : Hn+1 → Hn. La collection des
espaces Hn et des morphismes ψn (n ≥ 0) est appelée tour modulaire associée au
triplet (G ⊂ Sd, p,C).

5.2. Le cas du groupe diédral

Comme en §3.1.4, on prend ici G = Dp = Z/p×s Z/2, r = 4 et les quatre classes
C1, . . . , C4 égales à la classe C des involutions de G. On a alors pD̃p = Zp×sZ2 :=
Dp∞ et pour tout n ≥ 0, np D̃p = Dpn . On sait (§3.1.4) qu’il existe un morphisme
surjectif et défini sur Q

χn : Hn = Hin
Dpn (Cn) → X1(pn)−{pointes}

D’autre part, on a pour tout n > 0, un diagramme commutatif
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Hn
χn−−−−−→ X1(pn)

ψn−1

y ×p

y
Hn−1

χn−1−−−−−→ X1(pn−1)

où la flèche verticale de droite ×p est la multiplication par p. En d’autres termes,
il existe un morphisme de la tour modulaire associée au triplet (G ⊂ Sd, p,C) vers
la tour des courbes modulaires (X1(pn))n>0.

5.3. Questions arithmétiques sur les tours modulaires

Comme précédemment, on s’intéresse aux corps de définition des composantes irré-
ductibles et, éventuellement, à l’existence de points rationnels sur ces composantes.
Ci-dessous, nous précisons ces questions en poursuivant le parallèle avec la tour
des courbes modulaires.

5.3.1. Composantes irréductibles. Soit T une composante irréductible de H1 (cor-
respondant à une orbite O de Hr sur niG(C)ab (ou niG(C)in dans la situation de
G-revêtements comme en §5.2 par exemple). On cherche à quelle condition cette
composante se relève au niveau n.

Proposition 5.2 [Fr6]. Pour g ∈ O, on définit le sous-ensemble νn(g) ⊂ n
p G̃ par

νn(g) =

{
g̃1 · · · g̃r

∣∣∣∣∣ g̃i ∈ n
p C̃i, i = 1, . . . , r (à l’ordre près)

et g̃ relève g

}
(a) L’ensemble νn(g) ne dépend que de O et définit donc un invariant νn(O).
(b) Il existe une composante irréductible de Hn au-dessus de T ssi 1 ∈ νn(O).
(c) Si 1 ∈ νn(O), alors tout élément g ∈ O se relève dans nin

p G̃
(Cn). En conséquence

les composantes irréductibles de Hn s’envoient surjectivement sur celles de H1.

Preuve. (b) Le sens (⇒) est trivial. Inversement, supposons 1 ∈ νn(O). Il existe
donc un r-uplet g̃ tel que g̃1 · · · g̃r = 1 et g̃i ∈ n

p C̃i, i = 1, . . . , r (à l’ordre près).
Pour conclure que g̃ ∈ nin

p G̃
(Cn), et donc que la composante T se relève dans Hn,

il reste à voir que g̃1, . . . , g̃r engendrent le groupe np G̃. Cela provient de la propriété
de Frattini du revêtement np G̃→ G.

Soient go,g ∈ O; g est de la forme (go)Q avec Q ∈ Hr. Si g̃on relève go, alors
g̃n = (gon)Q relève g et g̃1 · · · g̃r = g̃o1 · · · g̃or . On en déduit (a) et (c).
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Remarque 5.3. La preuve de (b) montre l’utilité de la propriété de Frattini. Les
revêtements de Frattini ont cette autre propriété notable: ils ne peuvent pas être
scindés (sauf à être des isomorphismes). D’une certaine façon, être scindé et être
de Frattini sont deux propriétés à l’opposé l’une de l’autre dans le paysage des
extensions de groupes. Rappelons aussi ce fait utile: le revêtement universel de
Frattini est un revêtement projectif [FrJa].

Une composante T de H1 est dite obstruée au niveau n s’il n’existe pas de
composante irréductible Tn de Hn se projetant sur T . Une condition nécessaire et
suffisante est que 1 /∈ νn(O). Ce phénomène n’arrive pas avec la tour des courbes
modulaires puisque chaque niveau de la tour est irréductible. En général, les com-
posantes d’une tour modulaire au-dessus d’une composante donnée de H1 forment
un arbre, avec des chaines finies ou infinies.

On définit ensuite ν(O) comme la limite projective des νn(O) (n ≥ 1). Le
résultat ci-dessous dit essentiellement que ν(O) est un invariant qui peut permettre
de distinguer arithmétiquement deux composantes irréductibles de H1, et donc de
trouver éventuellement des composantes irréductibles définies sur Q.

Théorème 5.4 [Fr6;Th.3.16]. Supposons G de centre trivial. Soit H1 =
⋃t
i=1H1i

la décomposition de H1 en composantes irréductibles. Supposons que H1 est défini
sur Q (e.g. C1, . . . , Cr sont rationnelles). Alors GQ permute les composantes H1i.
Plus précisément, pour tout τ ∈ GQ, on a

(ν(Hτ
1i))

χ(τ) = ν(H1i), i = 1, . . . , t

où χ : GQ → (Zp)× est le caractère cyclotomique modulo (pn)n≥1. 9

En particulier, si ν(H1i)t = ν(H1i) pour tout t ∈ (Zp)× et ν(H1i) 6= ν(H1j)
pour j 6= i, alors H1i est défini sur Q. En effet, la première condition entrâıne que,
pour tout τ ∈ GQ, H1i et Hτ

1i on même invariant ν. Comme, d’après la seconde
condition, cet invariant distingue H1i des autres composantes, H1i = Hτ

1i, pour
tout τ ∈ GQ.

5.3.2. Système projectif de points rationnels. Considérons un système projectif de
points (pn)n>0 sur la tour des courbes modulaires. Chaque point pn correspond à
la donnée d’un point de pn-torsion sur une courbe elliptique E (la même pour tout
n). Supposons que E est définie sur un corpsK. Le groupe GK opère sur l’ensemble
des points de p-torsion de E: il s’agit de l’action de GK sur le Zp-module de Tate
Vp associé à E. Notons j : X1(p) → P1 l’application qui a un point (E,p) ∈ X1(p)
associe l’invariant canonique de la courbe elliptique E. L’action précédente est
une action sur l’ensemble des systèmes projectifs de points (pn)n>0 au-dessus de
l’invariant j(E) de E.

9
Pour tout n≥1, l’élément νn(O)∈n

p G̃ appartient à kero/kern qui est par construction un p-groupe,

disons d’ordre pN . En conséquence, toute puissance νn(O)t avec t∈Z/pN Z a un sens.
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On obtient de la même façon une représentation de GK dans la situation plus
générale d’une tour modulaire:

(*) Le groupe GK opère sur l’ensemble des systèmes projectifs de points (pn)n>0

au-dessus d’un élément fixé t ∈ Ur(K).

Dans le cas des courbes modulaires, un théorème célèbre de Serre permet
d’affirmer que, si K est un corps de nombres,

(**) étant donnés un système projectif de points (pn)n>0 au-dessus de j ∈ P1(K)
et une extension finie F/K, pn /∈ Hn(F ), sauf pour un nombre fini d’entiers n.

En effet, il n’y a qu’un nombre fini de points de p-torsion F -rationnels sur une
courbe elliptique définie sur K donnée. On peut penser que cet énoncé subsiste
en général, avec t ∈ Ur(K) au lieu de j ∈ P1(K) et avec éventuellement quelques
hypothèses supplémentaires. En particulier, il semble naturel de fixer un système
projectif (Tn)n>0 de composantes irréductibles définies sur K telles que pour tout
n > 0, pn ∈ Tn(K).
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[DeDoEm] P. Dèbes, J-C. Douai et M. Emsalem, Familles de Hurwitz et cohomologie
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